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Uvod - o ¢em to bude

Hamiltonovské Monte Carlo (HMC), dfive také Hybridni Monte Carlo,
je gradientovda Markov Chain Monte Carlo (McMC) metoda.

K prochdzeni modeloveho prostoru vyuzivd Hamiltonova formalismu
klasické mechaniky.

Efektivni alternativa k random-walk algoritmim.

Prvni pouziti Duane et al. (1987) (lattice QCD), ddle rozpracoval a
zpopularizoval Neal (2012, nitps//omiv.oramdinzosisorod ), Teoreticky podlozil
Betancourt (2014 rigordzni Clanek: nipsraniv.ora/odiizol 02434 pai, 2017 laskavy
ClAnek: ntps:/aniv.ora/odi/1410.5110.00f, PTEANASKA wiismniessmsssmsrmsin sescssscamen

Aplikace v geofyzice: Muir & Tkalcic (2015); Sen & Biswas, (2017),

(20] 7, http://geo.mff.cuni.cz/seismosoft/clanky/FichtnerSimute.JGR2018.pdf ) .



https://arxiv.org/pdf/1206.1901.pdf
https://arxiv.org/pdf/1701.02434.pdf
https://arxiv.org/pdf/1410.5110.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=pHsuIaPbNbY&ab_channel=MLSSIceland2014
http://geo.mff.cuni.cz/seismosoft/clanky/FichtnerSimute.JGR2018.pdf

Uvod — o co |de
Chceme pracovat s posteriorni PDF, napriklad albychom ziskali
optimdaini modely z modelového prostoru, abychom ji vizualizovali,
abychom spocitali ocekdvaneé hodnoty nejakych funkci, abychom

mohli ziskat margindlni Ci podminéné PDF, atd. = potrebujeme pocitat
integraly.

Pokud je PDF slozitd, nebo ji ani nedokdzeme analyticky vyjadrit, tak to
nepujde deferministicky. Misto PDF budeme tedy pomoci ndhodnych
metod hledat jeji a intfegrdly aproximujeme = metody

Pokud budeme hledat postupnym prochdzenim modelového
prostoru pomoci n€jakého procesu , dostaneme
metody Chain (McMC).

Diky fundamentaini veté o Markovovych retézcich se daji najit takové
procesy, které nam navzorkuji prave nasi PDF. Oblibenou metodou je
vyuziti ndhodné prochdzky - Random Walk McMC

Ale to prochdzi modelovy prostor difuzivné, je neefektivni, obzvidast ve
vysokych dimenzich

Lepsi je prochdzet prostor koherentné.

Metodu, jak to udélat, ndm poskytuje hamiltonovskd dynamika, ktere
vhodné vyuziva Hamiltonovské Monte Carlo.



Uvod - osnovo

Opakovdani —jak je definovand pravdépodobnoste Co je to
hustota pravdéepodobnosti a proC na ni davat pozore

Monte Carlo, Markov Chain Monte Carlo

Fundamentdlni véta o Markovovych retézcich, Metropolis-Hastings
LiouvilleUv teorém klasické mechaniky

Hamiltonovské Monte Carlo

Aplikace HMC: Fichtner 2017



Hustoty pravdepodolbonsti —
varovny priklad na zacatek

Méjme standardni gaussovskou hustotu pravdépodobnosti ve dvou
dimenzich:

1 1
f(x,le,l) = ECXP(—E(XZ + y2))
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Hustoty pravdepodolbonsti —
varovny priklad na zacatek

Méjme standardni gaussovskou hustotu pravdépodobnosti ve dvou
dimenzich:

1 1
f(x,y10,1) = ——exp(~3 (x? +y2))

Nakresleme tuto funkci v zavislosti na radidlni souradnici, r =

VX% + y?:
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Hustoty pravdepodolbonsti —
varovny priklad na zacatek

Méjme standardni gaussovskou hustotu pravdépodobnosti ve dvou
dimenzich:

1 1
f(x,y10,1) = %GXP(—E(XZ + %))

Nakresleme tuto funkci v zavislosti na radidlni souradnici,

r=x2 + y2:

Rozdélme rovinu na mezikruzi o tloustce Ar.
V jakém mezikruzi bude nejvetsi pravdépodobnost?e

P(r' €|r,r+Ar]) = f(r)AS(r) = f(r)2nrAr
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Hustoty pravdepodolbonsti —
varovny priklad na zacatek

Méjme standardni gaussovskou hustotu pravdépodobnosti ve dvou
dimenzich:

1 1
f(x,y10,1) = %GXP(—E(XZ + %))

Nakresleme tuto funkci v zavislosti na radidlni souradnici, r = /x2 + y?2:

Rozdélme rovinu na mezikruzi o tloustce Ar.

V jakém mezikruzi bude nejvétsi pravdépodobnost?
P(r' €|r,r+Ar]) = f(r)AS(r) = f(r)2nrAr

Nejvetsi P tedy neni kolem nuly, ale kolem 1.
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Hustoty pravdepodolbonsti —
varovny priklad na zacatek

Méjme standardni gaussovskou hustotu pravdepodobnosti ve dvou dimenzich:
1 1
— R 2 2
fCy10,1) = o—exp(=5 (x + y%))

Nakresleme tuto funkci v zavislosti na radidlni souradnici, r = /x? + y?:

Rozdélme rovinu na mezikruzi o tlousfce Ar. |
V jokém mezikruZi bude nejvétsi pravdépodobnost? }y .
P(r' € [r,r+ Ar]) = f(r)AS(r) = f(r)2mrAr ‘
Nejvétsi tedy neni kolem nuly, ale kolem 1. i i |
S rostouci dimenzi n bude tento efekt Cim ddl tim siln€jsi —
prakticky veskerd pravd&podobnost se bude soustiedit kolem vn — 1 \ :%
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Hustoty pravdepodolbonsti —
varovny priklad na zacatek

Méjme standardni gaussovskou hustotu pravdépodobnosti ve dvou dimenzich:
1 1
— Sl 2 2
fCey10,1) = ——exp(=5 (x* + %)

Nakresleme tuto funkci v zdvislosti na radidini soufadnici, r = \/x2 + y2:

Rozdélme rovinu na mezikruzi o tloustce Ar.
V jakém mezikruzi bude nejvetsi pravdépodobnost?

P(r' € [r,r + Ar]) = f(r)AS(r) = f(r)2nrAr
Nejvetsi tedy neni kolem nuly, ale kolem 1
S rostouci dimenzi n bude tento efekt Cim ddl tim silngjsi —
prakticky veskerd pravdépodobnost se bude soustfedit kolem vn — 1

Ostatni oblasti daiji pfi integraci témer nulovy prispévek!

: DUlezitd je pravdépodobnost, hustota pravdépodobnosti sama o sobé

NnAam nic nerika.



Hustoty pravdepodolbonsti —
varovny priklad na zacatek

Méjme standardni gaussovskou hustotu pravdépodobnosti ve dvou dimenzich:
1 1
— _ 2 2

Nakresleme tuto funkci v zdvislosti na radidini souradnici, r = \/x2 + y?2:

Rozdélme rovinu na mezikruzi o tlousfce Ar.

V jakém mezikruzi bude nejvétsi pravdépodobnost?

P(r' € [r,r+ Ar]) = f(r)AS(r) = f(r)2nrAr

Nejvétsi tedy neni kolem nuly, ale kolem 1

S rostouci dimenzi n bude tento efekt &im ddl fim siin&jsi —

prakticky veskerd pravdépodobnost se bude soustiedit kolem vn — 1

™ =

Ostatni oblasti daji pfi integraci téméer nulovy prispévek!

: DUleZitd je pravdépodobnost, hustota pravdépodobnosti sama o sobé

ndm nic nefika. e T e

Ale co to viastné je pravdépodobnoste



Definice pravdepodobnost
(Kolgomorov, 1933}

» Necht X je libovolnd neprdzdnd mnozina a X je o-algebra

definovand na X. Potom pravdépodobnost P je libovolnd mira na Z, '

pro kterou plati P(X)=1.
Trojice (X, X, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

» X — Prostor elementdrnich jevu (sample space), prvky x € X ‘ ,

nazyvame elementarni jevy.

» X - Prostor ndhodnych jevy, prvky A € X jsou (ndhodné) jevy
(events).

» P - pravdéepodobnost




Definice pravdepodobnost
(Kolgomorov, 1933}

» Nechf X je libovolnd neprdzdnd mnozina a X je
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(events).
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Pripomenuti: o-algebra

Definice: Necht X je libovolnd mnozina. Pak o-algebra X
na X je libovolnd kolekce podmnozin X, pro kterou plati:

1 £ obsahuje X: X € X
2 Uzavrenost pod doplnkem: A € X = X\A € X

3 Uzavrenost pod spocetnym sjednocenim: Jestlize plati, ze
A, €EXZprovVk eN, taki Uy, A, €EZ



Pripomenuti: o-algebra

Definice: Necht X je libovolnd mnozina. Pak o-algebra X na X je libovolnd
kolekce podmnozin X, pro kterou plati:

1 £ obsahuje X: X € X

2 Uzavrenost pod doplnkem: A e X => X\A € X

3 Uzavrenost pod spocetnym sjednocenim: Jestlize plati, ze A; € X pro Vk € N,
TC”(' UZO=1 Ak (S Z

Z téchto axiomuU s pomoci De Morganovych zdkonU hned dostaneme, Ze
take:

Y musi obsahovat i prazdnou mnozinu: @ € X (@ = X/X)

platii uzavienost pod spocetnym prunikem (N2, 4; = X/(U2{ X/A))



Pripomenuti: o-algebra

Definice: Necht X je libovolnd mnozina. Pak o-algebra £ na X je libovolnd
kolekce podmnozin X, pro kterou plati:

1 £ obsahuje X: X € X

2 Uzavrenost pod doplnkem: A € X = X\A € X

3 Uzavrenost pod spocetnym sjednocenim: Jestlize plati, ze A, € X pro Vk € N, tak i

Z téchto axiomu s pomoci De Morganovych zdkonU hned dostaneme, Ze také:

¥ musi obsahovat i prdzdnou mnozinu: @ € X (0 = X/X)
plati i uzavienost pod spocetnym prinikem (N2, 4; = X/ (U2 X/A;))

Dvojice (X,X) se nazyva méritelny prostor. Prvky A € ¥ se nazyvaji méeritelné mnoziny.



Priklady o-algeber

Priklady:
Mnozina X={kolac, tofu, tempeh}:
2={@, X} = {0.,X} (trivialni o-algebra)

» =2% ={@, {Kola¢&},{tofu},{tempeh}, {kold¢, tofu},
{tofu,tempeh} {kolac,tempeh}.{kolac tofu,tempeh}}

(potencni mnozina X- diskrétni o-algebra)

¥ = {0, {kolac}.{tofu, tempeh} X} — o-algebra generovana {koldcemj.
Mnozina X=Veéky lidi v celych letech od 0 do 100

* = {@,[0,10],[11,20], ... [90,100], [0,10] U [11,20], ..., X}
Mnozina X=N:

2 ={@, N}

2 ={0,{269}, N\ {269}, N}

Y = {@,lichda Cisla,suda Cisla,N}

> =2N (uZ nespocetnd mnozina, stejnd mohutnost jako R).

Definice: Necht X je
ibovolnd mnozina. Pak
o-algebra X na X je
libovolnd kolekce
podmnozin X, pro
kterou plati:

1 ¥ obsahuje X: X € X

2 Uzavrenost pod
doplnkem: 4 € X =

X\A € %

3 Uzavrenost pod
spocetnym
sjednocenim: Jestlize
plati, ze A, € X pro Vk €
N, tak i Uy, A, € Z



Pripomenuti: o-algebra
Priklady:
Mnozina X = R
z={0, R"}
¥ = 28" mnozina viech podmnozin R™
2=1{9,1n},[0,1], = U [0,1],R /{m},R/[0,1], R/({m} U [0,1]), R}

Y. = Borelova algebra - nejmensi o-algebra, kterd
obsahuje vsechny oteviené mnoziny.

Y = Lebesgueova o-algebra - o-algebra vsech
lebegueovsky méritelnych podmnozin R® (pomoci ni
definujeme Lebesgueuyv integrdl). Axiom vybéru & ne
vsechny podmnoziny R" jsou lebegueovsky méritelné |

X muze byt libovolnd podmnozina R%, libovolnd varieta,
atd.

Definice: Necht X je
libovolnd mnozina. Pak
o-algebra Z na X je
libovolnd kolekce
podmnozin X, pro kterou
plati:

1 £ obsahuje X: X € X

2 Uzavrenost pod
doplnkem: A € £ = X\A €
%

3 Uzavrenost pod
spocetnym
sjednocenim: Jestlize
plati, ze A, € X pro Vk €
N, faki Uy, Ax EX



Definice pravdepodobnost
(Kolgomorov, 1933}

» Necht X je libovolnd neprdzdnd mnozina a X je o-algebra
definovand na X. Potom pravdépodobnost P je libovolnd
pro kterou plati P(X)=1.

Trojice (X, X, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

» X —Prostor elementdrnich jevU (sample space), prvky x € X
nazyvame elementarni jevy.

» X - Prostor ndhodnych jevy, prvky A € X jsou (ndhodné) jevy
(events).

» P - pravdéepodobnost



Pripomenufti. Mira
Definice: Necht (X, X) je méritelny prostor. Mira u je nezdpornd o-

aditivni funkce na prvcich oc-algebry, u: X - [0, 0) U {0} :

1 u(@ =0
2 Necht A, Ay, Az ... € X jsou po dvou disjunktni: A;NA; =QVi+#j€N,A,E
A. Potom p(U; 4;) = 524 i(Ay)

Pravdépodobnostni mira (pravdépodobnost) je mira, pro kterou navic
3 uX)=1



Pripomenufti. Mira
Definice: Necht (X, X) je méritelny prostor. Mira u je nezdpornd o-
aditivni funkce na prvcich o-algebry, u: X - [0, 0) U {oo} :
1 u(@) =0

2 Necht A;,A;, Az ... € X jsou po dvou disjunktni: A;NA; =@QVi+#j€N,A,E
A. Potom p(U2; 4;) = 524 i(Ay)

Pravdépodobnostni mira (pravdépodobnost) je mira, pro kterou navic
3 uX)=1

L 2 plyne:
u(AUB) = u(A) + u(B) —u(AnB)VA,B€X

. 2 a nezdpornosti plyne:
Bc A= u(B) <u(A) VA BEX

Pro pravdepodobnostiz 2 a 3 plyne:
uX/A)=1—-u(A) VAeX

U(A) <1 VvAEezX



Pripomenufti. Mira
Definice: Necht (X, X) je méritelny prostor. Mira u je nezdpornd o-
aditivni funkce na prvcich o-algebry, u: X - [0, 0) U {oo} :
1 u(@) =0

2 Necht A;,A;, Az ... € X jsou po dvou disjunktni: A;NA; =@QVi+#j€N,A,E
A. Potom p(U2; 4;) = 524 i(Ay)

Pravdépodobnostni mira (pravdépodobnost) je mira, pro kterou navic
3 uX)=1

L 2 plyne:
u(AUB) = u(A) + u(B) —u(AnB)VA,B€X

. 2 a nezdpornosti plyne:
Bc A= u(B) <u(A) VA BEX

Pro pravdepodobnostiz 2 a 3 plyne:
uX/A)=1-pu(d) vAeX (= u(@) =0)
U(A) <1 VvAEezX



Mira — priklady

X={kolac, tofu tempeh}, 2={@, {kolac} {tofu, tempeh}, X}. azfrll?leﬁﬁy prc;T; r(Xlelz Cie

u(X)=1, u(@)=0, p({kolac})=1/4, u({tofu, tempeh})=3/4 uje nezépomd o-
(Nedokdzeme fict, jestli si ddme tofu nebo tempeh) B litnkce na
prvcich o-algebry,
X=N, X = {0, suda,lichd&,N} 1]1:2(;) [0,80) U {oo} :
M —
U(N)=1, u(@)=0, u(suda)=1/2, u(licha)=1/2 2 Necht Ay, Ay, As ... €
N X jsou po dvou disjunktni: A
X=N,X=2 OVi+jeENA,E€
6 1 A. Potom u(U;2, 4;) =
U(N)=1, u(@)=0, u({n}) = 2z Y2 u(A)
Pravdépodobnostni
mira
(pravdépodobnost) je

mira, pro kterou navic
3uX) =1



Mira — priklady

X={kolac, tofu tempeh}, 2={@, {kolac} {tofu, tempeh}, X}. azfrll?leﬁﬁy prc;T; r(Xlelz Cie

u(X)=1, u(@)=0, p({kolac})=1/4, u({tofu, tempeh})=3/4 uje nezépomd o-
(Nedokdzeme fict, jestli si ddme tofu nebo tempeh) gelinivni funkce na
prvcich o-algebry,
X=N, X = {0, suda,lichd&,N} 1]1:2(;) [0,80) U {oo} :
M —
U(N)=1, u(@)=0, u(suda)=1/2, u(licha)=1/2 2 Necht Ay, Ay, As ... €
N X jsou po dvou disjunktni: A
X=N,X=2 OVi+jeENA,E€
A. Potom u(U2{ 4;) =
U(N)=1, (9)=0, u(fn}) = 5 — ¥ (A
. N [ : Pravdépodobnostni
(rovhomérnd pravdépodobnost na 2V definovat nejde —  mira
ale na nékterych o-algebrach ano) (pravdépodobnost) je

mira, pro kterou navic
3uX) =1



Mira — priklady

X=R, Z={0,{n},0,1],r U [0,1],R /{rr},R/[0,1],R/({m} U |0,1]), R}
1

u(mh) =2 u([0.1]) = 1/4, u(R/({x} U [01])) = 1/4

X=R, Z=Lebegueova o-algebra

1,x0 EA

1=6y,(A)...Diracova mira: 8,,(4) = {O, Xo & A.
u... Lebegueova mira (,u = dx")

_ [ f@)p(dx)
v(B) =¥ Feonan

Pro mald okoli x, dx: v(dx) = fu(dx) ©dv = fdu

tj. inftegrovanim f vzhledem k mifre u dostaneme novou miru v



Mira — priklady

X=R, Z={0,{n},0,1],r U [0,1],R /{rr},R/[0,1],R/({m} U |0,1]), R}
1

u(mh) =2 u([0.1]) = 1/4, u(R/({x} U [01])) = 1/4

X=R, Z=Lebegueova o-algebra

1,x0 EA

1=6y,(A)...Diracova mira: 8,,(4) = {O, Xo & A.
u... Lebegueova mira (,u = dx")

_ [ f@)p(dx)
v(B) =¥ Feonan

Pro mald okoli x, dx: v(dx) = fu(dx) ©dv = fdu

tj. inftegrovanim f vzhledem k mifre u dostaneme novou miru v
Plati fo i naopak?



Radonova-Nikodymova vetq,
hustota pravdepodolbnosti

Véta: Necht (X.Z, u] je prostor s mirou a necht je na méritelném prostoru
(X.2) definovand jesté dalsi mira, v. Nechf jsou obé miry konecne, tj. u(X) <
00, v(X) < . Pak plati:

Mira v je absolutné spojita vzhledem k dominantni mire u (1. u(A) = 0 = v(4) =
.I.

0 VA € X) prave tehdy, kdyz existuje nezapornd meri elno funkce f: X >R s
vliastnosti

v(4) = [, fu(dx) VAEZ.

Funkce f = d— se nazyvd Radonova-Nikodymova derivace nebo taky

hustota (provdepodobnosh) vzhledem k u (PDF). Je urCena u-skoro vsude
jednoznacné (tj. AN € Z: u(N) = 0, takova, ze fjejednoznocno na X/N).

vol(A)

Mira, kterd viem prvkUm A € X prifazuje jejich normalizovany objem, ol ()

se nazyva homogenni pravdépodobnost.

Jeji hustota pravdépodobnosti vzhledem k u se nazyva homogenni
hustofa pravdepodobnosti (vzhledem k u).




Pravdepodobnost vs PDF

« Je ffeba brdat v Uvahu celou pravdépodobnostni miru, ne jen PDF (ta je
definovana vzdy relativné k néjaké mirel)



Pravdepodobnost vs PDF

« Je ffeba brdat v Uvahu celou pravdépodobnostni miru, ne jen PDF (ta je
definovana vzdy relativné k néjaké mirel)

Priklad 1: jednotkova sféra
« Uvazujeme Uhlové souradnice 6, ¢

« Homogenni pravdépodobnost je H(df) = %

1

« Homogenni hustota pravdépodobnosti vzhledem k mite dQ : hzq (0, ) = o

» Jak vypadd homogenni hustota pravdépodobnosti hggae (6, m) VZhledem k
mire dod¢?

0+d0 ~p+dd
HO' € [6,0 +d6], ¢’ € (b, b + db]) j j 1d0 =

0+dl ,p+dg 1
—j j sinfdOd¢ = Esin 0 dodop = hd@dqb(g: ¢)dodg

1
= hapae(0,P) = Esin(@)

= Pravdépodobnost je stejna pro vsechna dQ, ale hgggae Na rovniku je vetsi nez
na polech.



Pravdepodobnost vs PDF

Priklad 2 (zména souradnic):
 Mejme na intervalu (0,1] pravdéepodobnost P([xq,x5]) =
f;lz u(dx), kde u(dx) je (tfeba) klasicka Lebesgueova mira, ,,u = dx".



Pravdepodobnost vs PDF

Priklad 2 (zména souradnic):
 Mejme na intervalu (0,1] pravdéepodobnost P([xq,x5]) =
f;lz u(dx), kde u(dx) je (tfeba) klasicka Lebesgueova mira, ,,u = dx".
* Tj. P(dx) = u(dx)
- Hustota pravdépodobnosti vUCi u(dx) je f(x) = 1.



Pravdepodobnost vs PDF

Priklad 2 (zména souradnic):

 Mejme na intervalu (0,1] pravdéepodobnost P([xq,x5]) =
f;lz u(dx), kde u(dx) je (tfeba) klasicka Lebesgueova mira, ,,u = dx".

* Tj. P(dx) = u(dx)

- Hustota pravdépodobnosti vO&i u(dx) je f(x) = 1.

+  Mé&jme zménu soufadnic x - y(x) = In(x). Tato fransformace indukuje novou miru v: v(4) = u(y(4))
2w =dy"). V. mat. Zargdnu je to push-forward u pres y=t: v(4) = y,1u(4) = u(y(4)).

- Napriklad v([e™,1]) = u([—1,0]) = 1, ale také v([e 2%, e 1]) = u([-2,1]) = 1 (j. v vlastné& méfi intervaly v
log skdle).



Pravdepodobnost vs PDF

Priklad 2 (zména souradnic):

 Mejme na intervalu (0,1] pravdéepodobnost P([xq,x5]) =
f;lz u(dx), kde u(dx) je (tfeba) klasicka Lebesgueova mira, ,,u = dx".

* Tj. P(dx) = u(dx)

- Hustota pravdépodobnosti vUCi u(dx) je f(x) = 1.

+  Mé&jme zménu soufadnic x - y(x) = In(x). Tato fransformace indukuje novou miru v: v(4) = u(y(4))
2w =dy"). Vmat. Zargdnu je to push-forward u pres y=t: v(4) = y,tu(4) = u(y(4)).

- Napriklad v([e™,1]) = u([—1,0]) = 1, ale také v([e 2%, e 1]) = u([-2,1]) = 1 (j. v vlastné& méfi intervaly v
log skdle).

« Pro mald okoli dy plati ,dy = dy/dx dx": v(dx) = ,u(y(dx))=|%| u(dx) = ﬁu(dx) = ﬁ,u(dx)

« P(dx) se tedy pomoci této indukované miry da vyjadrit jako

P(dx) = f,(x)u(dx) = 1 - u(dx) = |j—;|v(dx) = y(dx) = v(dx) = P(dx)



Pravdepodobnost vs PDF

Priklad 2 (zména souradnic):

Mejme na intervalu (0,1] pravdepodobnost P([xq,x5]) =
f;lz u(dx), kde u(dx) je (tfeba) klasicka Lebesgueova mira, ,,u = dx".
1. P(dx) = u(dx)
Hustota pravdépodobnosti vici u(dx) je f(x) = 1.
Mé&jme zménu soufadnic x - y(x) = In(x). Tato transformace indukuje novou miru v: v(4) = u(y(4))
2w =dy"). Vmat. Zargdnu je to push-forward u pres y=t: v(4) = y,tu(4) = u(y(4)).
Napriklad v([e™1, 1]) = u([—1,0]) = 1, ale také v([e %, e 1]) = u([-2,1]) = 1 (1j. v vlastné méfi intervaly v
log skdle).
Pro mald okoli dy plati ,dy = dy/dx dx": v(dx) = ,u(y(dx))=|%| u(dx) = ﬁu(dx) = ﬁ,u(dx)
P(dx) se tedy pomoci této indukované miry da vyjadrit jako
P(dx) = f,(x)u(dx) = 1 - u(dx) = |j—;|v(dx) = y(dx) = v(dx) = P(dx)

= Hustota pravdépodobnosti P(+) vUCi mife v(+) je tedy f,(y) =y
« f,(y) s yroste, protoze v(dy) s y naopak klesd = PDF je na intervalu (0,1/2) vétsi nez na intervalu

[1/2,1], oba ale maiji stejnou pravdépodobnost.



Pravdepodobnost vs PDF

Priklad 2 (zména souradnic):

Mejme na intervalu (0,1] pravdepodobnost P([xq,x5]) =
f;lz u(dx), kde u(dx) je (tfeba) klasicka Lebesgueova mira, ,,u = dx".
1. P(dx) = u(dx)
Hustota pravdépodobnosti vUc&i u(dx) je f(x) = 1.
Mé&jme zménu soufadnic x - y(x) = In(x). Tato transformace indukuje novou miru v: v(4) = u(y(4))
2w =dy"). Vmat. Zargdnu je to push-forward u pres y=t: v(4) = y,1u(4) = u(y(4)).
Napriklad v([e™1, 1]) = u([—1,0]) = 1, ale také v([e %, e 1]) = u([-2,1]) = 1 (1j. v vlastné méfi intervaly v
log skdle).
Pro mald okoli dy plati ,dy = dy/dx dx": v(dx) = ,u(y(dx))=|%| u(dx) = ﬁu(dx) = ﬁ,u(dx)
P(dx) se tedy pomoci této indukované miry da vyjadrit jako
P(dx) = f,(x)u(dx) = 1 - u(dx) = |j—;|v(dx) = y(dx) = v(dx) = P(dx)

= Hustota pravdépodobnosti P(+) vUCi mife v(+) je tedy f,(y) =y
« f,(y) s yroste, protoze v(dy) s y naopak klesd = PDF je na intervalu (0,1/2) vétsi nez na intervalu

(1/2,1], oba ale maji stejnou pravdépodobnost
Byla by chyba jen prepocitat f,(y) = f,(x(y)) =1



Pravdepodobnost vs PDF

Priklad 2 (zména souradnic):
 Mejme na intervalu (0,1] pravdéepodobnost P([xq,x5]) =
f;lz u(dx), kde u(dx) je (tfeba) klasicka Lebesgueova mira, ,,u = dx".
1. P(dx) = u(dx)
Hustota pravdépodobnosti vici u(dx) je f(x) = 1.
Mé&jme zménu soufadnic x - y(x) = In(x). Tato transformace indukuje novou miru v: v(4) = u(y(4))
2w =dy"). V. mat. Zargdnu je to push-forward u pres y=t: v(4) = y,1u(4) = u(y(4)).
Napriklad v([e™1, 1]) = u([—1,0]) = 1,ale takév([e %, e ]) = u([-2,1]) = 1 (1. v vlastné méfi intervaly
v log skale).
Pro mald okoli dy plati ,dy = dy/dx dx": v(dx) = ,u(y(dx))=|%| u(dx) = ﬁu(dx) = ﬁ,u(dx)

P(dx) se tedy pomoci této indukované miry da vyjadrit jako
P(dx) = f,(x)u(dx) = 1 - u(dx) = |j—;|v(dx) = y(dx) = v(dx) = P(dx)
= Hustota pravdépodobnosti P(+) vUCi mife v(+) je tedy f,(y) =y

« f,(y) s yroste, protoze v(dy) s y naopak klesd = PDF je na intervalu (0,1/2) vétsi nez na intervalu
(1/2,1], oba ale maji stejnou pravdépodobnost

 Byla by chyba jen prepocitat f,(y) = f,(x(y)) = 1

« Obecné mdmeé pri zméné souradnic:

D(xlr ""xn)

D(y1, - ¥n)

fu (x())



Pravdepodobnost vs PDF

Priklad 3 ,,PlcnckCJv zdkon":

1 " " v /7
A4, T) = ,kde k, je normalizacni konstanta
ga ,15 he/AKT _q 1]

PoloZzenim derivace g, podle A rovnou nule dostaneme maximum g;, jeho zavislost

i U I V 1 =~ b b
na T vyjadruje ,,Wienuv posunovaci zakon": A4, = =

Kdybychom udelali transformaci A —» f(1) = ,g,1 - gr = ga | | = kffBeMT monhli

°T.

bychom spocitat maximum g¢: fnax = »

a ab a
a*b= A(fmax) Y fmax = — = DT b/lmax + Amax

Neplati tedy, Ze 1,5, = —!

fmax




const f_lambda (lambda)
konst*g_f (c/lambda)




Pravdepodobnost vs PDF

Priklad 3 ,,PlcnckCJv zdkon":

1 " " v /7
A4, T) = ,kde k, je normalizacni konstanta
ga ,15 he/AKT _q 1]

PoloZzenim derivace g, podle A rovnou nule dostaneme maximum g;, jeho zavislost

b

na T vyjadiuje ,WienUv posunovaci zakon*: Ay = -

Kdybychom udelali transformaci A —» f(1) = ,g,1 - gr = ga | | = kff3eth monhli

°T.

bychom spocitat maximum g¢: fnax = »

a ab a
a*b= A(fmax) Y fmax = — = DT b/lmax + Amax

Neplati tedy, Ze 1,5, = —!

fmax

Pravdépodobnost je pordd stejnd P(df) = grdf = gadA.

2
“Daf, cotje velky

Ale g, je PDF vUci df, zatimco g, je PDF vUCi dA = ‘— df = df =
rozdil.



Prokleti dimenzi

« | kdyz je kolem néjakého
bodu vysokd hodnota PDF,
s rostouci dimenzi bude
objem okoli maxima
relativné ¢im ddl mensi,
takze pravdépodobnost
okoli bude mala.

A naopak v oblastech s
velkym objemem bude
typicky mald PDF.

S rostouci dimenzi bude
tento efekt ¢im dal silngjsi.




Typickd mnozino

« Pravdépodobnost bude nezanedbatelnd jen nékde mezi — typickd mnozina (typical set)
 Pri vypoctu integrdll daji oblasti mimo typickou mnozinu zanedbatelny vysledek.

8 BETANCOURT

m(q) dg

S -

Iq - q]’\-‘[ndel

Fic: 3. In high dimensions a probability density, w(g), will concentrate around its mode, but the volume over
which we integrate that density, dg, is much larger away from the mode. Contributions to any expectation
are determined by the product of density and volume, w(q) dg,. which then concentrates in a nearly-singular

neighborhood called the typical set (grey).



Sledovdani gradientu PDF = katastrofa



Sledovani gradientu PDF = katastrofa

Dostaneme se do oblasti
maxima PDF, kterd je ale
mald a mé malou
pravdepodobnost.




Markov Chain Monte Carlo

Méjme pravdépodobnostni prostor (X,A, P). Chceme provadét
néjaké operace s P(:): napriklad vizualizaci, odhaleni korelaci, zjistit
margindlni Ci podminéné pravdeépodobnosti néjakych ndhodnych
velicin, odhadnout stredni hodnoty funkci:

Epolfl = [ f()P(dx) atd.

Prislusné integraly jsou analyticky resitelné jen pro malou tridu
problémU (Casto nemdme analyticky tvar ani pro hustotu
pravdépodobnosti P), s rostouci dimenzi rychle klesa efektivita
systematického prohleddavani.



Markov Chain Monte Carlo

Méjme pravdépodobnostni prostor (X,A, P). Chceme provadét
néjaké operace s P(:): napriklad vizualizaci, odhaleni korelaci, zjistit
margindlni Ci podminéné pravdepodobnosti néjakych ndhodnych
velicin, odhadnout stredni hodnoty funkci:

Erlf] = [ f@P(dx)  atd.

Prislusné integraly jsou analyticky resitelné jen pro malou tridu
problému (Casto nemdme analyticky tvar ani pro hustotu
pravdépodobnosti P), s rostouci dimenzi rychle klesa efektivita
systematického prohleddavani.

—

Metoda Monte Carlo: Generovdni vzorkU Z; z P(+). Kdyz jich budeme
mit hodné&, mUzeme misto PDF kreslit histogramy Z;, oCekdvané
hodnoty f mUzeme odhadnout pres aritmeticky promeér:

N
A 1
Brlf) = | FGP@) = Blfl =5 ) F(2)
i=1



Markov Chain Monte Carlo

Jak ale vzorky najit2 Existuje vic metod (viz Tarantola, kap. 2):
Inversion method, rejection method, sequential realization... ale
funguji v malo dimenzich, nebo je treba analytické vyjadreni, coz
casto nemdme k dispozici = Markov Chain Monte Carlo



Markov Chain Monte Carlo na pravdépodobnostnim prostoru (X,Z,
P). Cilem je ziskat vzorky z P.

Zacni v arbitrarim bodé x, € X. Predpoklddejme, ze x je vzorkem
néjaké pravdépodobnostni miry Py(+)

Definuj Markovovo jadro (kernel) T: X x ¥ — [0,1], (x, A) = 7((x, A)), které
kazdému bodu x € X prifadi pravdépodobnost, ze se presuneme do 4 €
2.

Vygeneruj vzorek x;~t(xy,").

Jaka je nyni pravdépodobnost, ze xje v A € ¢ Je to: P,(A) = (P,T)(4) =
[ t(x, A)Py(dx). Zobrazeni T:P; - P, se iikd MarkovOv prechod (Markov
transition).

Opakuj kroky 3. a 4. porad dokola



Markov Chain Monte Carlo na pravdépodobnostnim prostoru (X,Z,
P). Cilem je ziskat vzorky z P.

Zacni v arbitrarim bodé x, € X. Predpoklddejme, ze x je vzorkem
néjaké pravdépodobnostni miry Py(+)

Definuj Markovovo jadro (kernel) T: X x ¥ — [0,1], (x, A) = 7((x, A)), které
kazdému bodu x € X prifadi pravdépodobnost, ze se presuneme do 4 €
2.

Vygeneruj vzorek x;~t(xy,").

Jaka je nyni pravdépodobnost, ze xje v A € ¢ Je to: P,(A) = (P,T)(4) =
[ t(x, A)Py(dx). Zobrazeni T:P; - P, se iikd MarkovOv prechod (Markov
transition).

Opakuj kroky 3. a 4. porad dokola
Modli se, Zze dostanes vzorky z cilové pravdépodobnosti.



Markov Chain Monte Carlo na pravdépodobnostnim prostoru (X,Z,
P). Cilem je ziskat vzorky z P.

Zacni v arbitrarim bodé x, € X. Predpoklddejme, ze x je vzorkem
néjaké pravdépodobnostni miry Py(+)

Definuj Markovovo jadro (kernel) T: X x ¥ — [0,1], (x, A) = 7((x, A)), které
kazdému bodu x € X prifadi pravdépodobnost, ze se presuneme do 4 €
2.

Vygeneruj vzorek x;~t(xy,").

Jaka je nyni pravdépodobnost, ze xje v A € ¢ Je to: P,(A) = (P,T)(4) =
[ t(x, A)Py(dx). Zobrazeni T:P; - P, se iikd MarkovOv prechod (Markov
transition).

Opakuj kroky 3. a 4. porad dokola



Markov Chain Monte Carlo

Nastésti to neni potreba.

Fundamentdini véta o Markovovych fetézcich: Necht je MarkovUv Viz Wiki o
fetézec indukovany jadrem t(x, A) definovany na méritelném prostoru gggprlklody

(X,X) se spocetné generovanou o-algebrou aperiodicky a ireducibilni
a necht ma stacionadrni pravdépodobnost n(-), tj. pravdépodobnost
invariantni vO&i Markovoveé prechodu T :

n(4) = (nT)(4) = [, t(x, A)m(dx)
Potom pro n- skoro vsechna x € X:

lim |[T"(x,") =7 (|| =0

n— oo



Markov Chain Monte Carlo

Nastésti to neni potreba.

Fundamentdini véta o Markovovych retézcich: Necht je MarkovUv
retézec indukovany jadrem t(x, A) definovany na méritelném prostoru
(X,X) se spocetné generovanou o-algebrou aperiodicky a ireducibilni
a necht ma stacionadrni pravdépodobnost n(-), tj. pravdépodobnost
invariantni vO&i Markovoveé prechodu T :

n(4) = (nT)(4) = [, t(x, A)m(dx)
3 1) = RO
Potom pro m- skoro vsechnad x € X: = suplf,(A) — £, (A)]

A€EY
lim ||[T"™(x,) —m(:)|| =0
n—oo



Markov Chain Monte Carlo

Nastésti to neni potreba.

Fundamentdini véta o Markovovych retézcich: Necht je MarkovUv
retézec indukovany jadrem t(x, A) definovany na méritelném prostoru
(X,X) se spocetné generovanou o-algebrou aperiodicky a ireducibilni
a necht ma stacionadrni pravdépodobnost n(-), tj. pravdépodobnost
invariantni vO&i Markovoveé prechodu T :

n(4) = (nT)(4) = [, t(x, A)m(dx)
3 1) = L0
Potom pro m- skoro vsechnad x € X: = suplf;(A) — £, (A)]

A€EX
lim ||[T"(x,") —w(:)|| =0
n— oo

Specialné lim T™ (x,A) = n(A) VA € X
n—>0o



Markov Chain Monte Carlo

Nastésti to neni potreba.

Fundamentdini véta o Markovovych retézcich: Necht je Markoviv
retézec indukovany jadrem t(x, A) definovany na méritelném prostoru
(X,X) se spocetné generovanou o-algebrou aperiodicky a ireducibilni
a necht ma stacionarni pravdépodobnost nt(-), tj. pravdépodobnost
invariantni vO&i Markovové prechodu T :

m(A) = (nT)(4) = [, t(x, A)m(dx)
Potom pro m- skoro vsechna x € X: 1) = £
: — = f,(A) —£,(A
lim IT"(x,) —()]| =0 ilélgl 1(A) — f,(A)]
Specialné lim T" (x,A) = nt(A) VA E X
n—>00

Navic plati silna verze zakona velkych Eisel:
1}1_1)130 Zfi1 f(Z) = Ex(f)



Priklad: prostor s koneCcnym
poctem prvkU

X={koldc tofu,tempeh}, = = 2X.
P, ({kolae}) = Py ({tofu})=P,({tempeh}) = - =>



Priklad: prostor s konecnym
poctem prvku

X={koldc tofu,tempeh}, = = 2X.

Py ({kolad}) = Po({toful)=Py({tempeh)) = = => Py = (5,5.7)



1/3

1/3




Priklad: prostor s koneCnym
poctem prvku

X={koldc tofu,tempeh}, = = 2X.

P,({kolac}) = Py({tofu})=P,({tempeh}) = % = P_o) - (géé

t(kolac, {kolac}) = %, t(kolac, {tofu}) = %, T(kolac, {tempeh}) = i

T(tofu,{kolac}) = g, T(tofu,{tofu}) = %, t(kolac, {tempeh}) = %

T(tempeh, {kolac}) = %, T(tempeh, {tofu}) = %, T(tempeh, {tempeh}) = %



1/3




Priklad: prostor s konecnym poctem prvkd

X={kol&c tofu,tempeh}, = = 2X.

Py ({kol4c}) = Py({toful)=P,({tempeh}) == Py = G.,3,3)

t(kolat, {kola}) = -, T(kola, {tofu}) = 7, T(kol4t, {tempeh}) = -

T(tofu,{kolac}) = %, T(tofu,{tofu}) = %, t(kolac, {tempeh}) = %

T(tempeh, {kolac}) = %, T(tempeh, {tofu}) = %, T(tempeh, {tempeh}) = =

6

1/2 1/4 1/4

=>T=|1/3 1/6 1/2
1/3 1/2 1/6



Priklad: prostor s konecnym poctem prvkd
X={kol&c tofu,tempeh}, = = 2X.

Py ({kol4c}) = Py({toful)=P,({tempeh}) == Py = G.,3,3)

t(kolat, {kola}) = -, T(kola, {tofu}) = 7, T(kol4t, {tempeh}) = -

T(tofu,{kolac}) = %, T(tofu,{tofu}) = %, t(kolac, {tempeh}) = =

2

T(tempeh, {kolac}) = %, T(tempeh, {tofu}) = %, T(tempeh, {tempeh}) = %
1/2 1/4 1/4

=>T=|1/3 1/6 1/2
1/3 1/2 1/6

11 11

— — 7
P, = PyT = (E’E’E)



1/3







Priklad: prostor s konecnym poctem prvkd
X={kol&c tofu,tempeh}, = = 2X.

P ({kola}) = Po({tofu})=P({tempeh}) =5 = Py = (5,3,3)
t(kolat, {kolat}) = -, t(kolat, {tofu}) = 5, T(kolat, {tempeh}) = -
t(tofu, {kolac}) = -, t(tofu, {tofu}) = 3, t(kolae, {tempeh}) = -

2

T(tempeh, {kolac}) = %, T(tempeh, {tofu}) = %, T(tempeh, {tempeh}) = =

6
1/2 1/4 1/4
=>T=[1/3 1/6 1/2

1/3 ZAe0E
— 7 11 11
P1:P0T=(1—8,£,£)

P, = P,T = P,T?






Priklad: prostor s konecnym poctem prvkd

X={koldc, tofu,tempeh}, = = 2%,

Py ({kol4c}) = Py({tofu})=Py({tempeh}) =3 = Py = G55
t(kolat, {kola}) = -, t(kolat, {tofu}) = 5, T(kolat, {tempeh}) = -
t(tofu, {kolac}) = %, t(tofu,{tofu}) = %, T(kolac, {tempeh}) = %

T(tempeh, {kolac}) = %, T(tempeh, {tofu}) = %, T(tempeh, {tempeh}) = E

6

1/2 1/4 1/4

=>T=|1/3 1/6 1/2
1/3 1/2 1/6

= e 7 11 11
P1=POT=(1_8’

T
P, = P,T = P,T*?

P, =P,T", lim P, = P, lim T" =: P,T®

n—oo n—oo



Priklad: prostor s konecnym poctem prvkd

X={kold¢&, tofu,tempeh}, £ = 2%,

Py ({kolat}) = Py({tofu})=P({tempeh}) === P; = (5,3,3)
1

t(kolédé, {kolac}) = %, t(kolac, {tofu}) = %, t(kola¢, {tempeh}) = "
t(tofu,{kolac}) = g, t(tofu, {tofu}) = %, t(kolac, {tempeh}) = %

T(tempeh, {kolac}) = g, t(tempeh, {tofu}) = %, t(tempeh, {tempeh}) = E

6

1/2 1/4 1/4

=>T=[1/3 1/6 1/2
1/3 1/2 1/6

== i~ 7 11 11

Py =PT = (55030

P, = PiT = PyT?

P, = P,T", lim P, = P, im T" =: P,T®
n—o0o n—o>00

=



Priklad: prostor s konecnym poctem prvkd

1/2 1/4 1/4
=>T=|1/3 1/6 1/2
1/3 1/2 1/6

=t

) ) . N\ n\"
Matice T md viastni &isla (1,-1/3,1/6) =>T" = V-1 diag(1™", (—) »(g) )V, kde

3
V je matice vl. vektorU. V limité , prezije jen 1% =>

o} = 4/10 3/10 3/10
T°°=17_f=<7‘f)= 4/10 3/10 3/10 |,
77 4/10 3/10 3/10

kdel=(111)Ta®= (1i0 %% ) jsou levé a pravé vektory prislusné vi. cislu 1.



Priklad: prostor s konecnym poctem prvku

1/2 1/4 1/4
=>T=(1/3 1/6 1/2
1/3 1/2 1/6

T =?

Matice T ma viastni Cisla (1,-1/3,1/6) =>T" = V-t diag(1™, (%)n,(—)n)v,
kde V je matice vl. vektoru. V limité ,,prezije jen 1“ =>

—(4/10 3/10 3/10
4/10 3/10 3/10

)

N - 4/10 3/10 3/10
T® =17 = (ﬁ)
T

4 3

kdel=(111)Ta 7 = Gr 1—01—0 ) jsou levé a pravé vektory prislusné vi, cislu 1.

Po aplikaci na libovolny ndhodny vektor P dostaneme PT* = (P - 1) 7 =
T =m



Priklad: prostor s konecnym poctem prvku

1/2 1/4 1/4
=>T=(1/3 1/6 1/2
1/3 1/2 1/6

T =?

Matice T ma viastni Cisla (1,-1/3,1/6) =>T" = V-t diag(1™, (%)n,(g)n)v,
kde V je matice vl. vektoru. V limité ,,prezije jen 1“ =>

/433\

10 10 10
R 4 3 3

3’3’ 10 10 10 "(10’10 ’10)

4/10 3/10 3/10
)-— 4/10 3/10 3/10 |, (2 .

0 T

T =1n=| 7%
T 4/1 1 1

i3 T /10 3/10 3/10 \433/
kde1=(111)Ta 7 = (1—0 1—01—0)]SOLI levé a pravé vektory prislusné vl cislu1. \10 10 10

Po aplikaci na libovolny ndhodny vektor P dostaneme PT* = (P - 1) 7 =
T =m




Priklad: prostor s konecnym poctem prvku

1/2 1/4 1/4
=>T=[1/3 1/6 1/2
1/3 1/2 1/6
P, = P,T", lim P, = P, im T™ =: P,T®
n—>0o n—>0o

Matice T ma viastni &isla (1,-1/3,1/6) => T" = V-1 diag(1", (g)n (%)n)V, kde V je
matice vl. vektory. V limité , prezije jen 1" =>

= 4/10 3/10 3/10
7@:1%:&&: 4/10 3/10 3/10 |,
7 4/10 3/10 3/10
kdel=(111)"a 7 = (= —=) jsou levé a pravé vektory piislusné vi. éislu 1.

Po aplikaci na libovolny ndhodny vektor P dostaneme PT® = (P-1) 7 = 177 = 7

Co vlastné predstavuje 2



Priklad: prostor s konecnym poctem prvkd

1/2 1/4 1/4
=>T=|1/3 1/6 1/2
1/3 1/2 1/6

P, = P,T™, lim P, = P, lim T™ =: P,T®

n—>0o n—-o0o

Matice T ma viastni &isla (1,-1/3,1/6) =>T" = V-1 diag(1™, (%)n(i)n)V kde V je matice

vl. vektord. V limité ,prezije jen 1% =>

=(4/10 3710 3/10],

4/10 3/10 3/10
) 4/10 3/10 3/10

kdeT=(111)Ta = (= 22 jsou levé a pravé vektory piislusné v, ¢islu 1.

10 1010
Po aplikaci na libovolny ndhodny vektor P dostaneme PT® = (I3 ~T) T=1n =7
Co vlastné predstavuje e I

Tl =T
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Pro konecny pocet prvku tedy staciondrni distribuce odpovidd levému vi.
vektoru T s vl. Cislem 1. Pokud ho najdeme, muzeme okamzité spocitat T.



Protipriklady

3/4 1/4 0 :
1) T = (1/3 2/3 o) = vl. Cisla jsou {1,1, E}' Existuje vice
0 0 1
staciondrnich vektoru: (0,01) a (4/7.3/7.0). Zacneme-lis (0,0,1), nikdy
nedokonvergujeme k (4/7,3/7,0). Tato matice je blokove diagondlni,
pUsobi na dva ,,oddélené svéty" — prechod je

O 1 0 27T 27l

A TH= (0 0 1) = vl. Cisla jsou {1,e3, e 3}, stacionarni vektor je
1 0 O

(1/3,1/3,1/3). Limita kvUli vyskytu komplexnich jednotek neexistuje. Tato

matice iteruje (1,0,0)- (0,1,0)—(0,0,1)—(1,0,0). Prechod je



Markov Chain Monte Carlo

Fundamentdini véta o Markovovych retézcich: Nechft je MarkoviUv
retézec indukovany jadrem t(x, A) definovany na meéritelném prostoru

(X,2) se spocetne generovanou o-algebrou
a hecht ma stacionarni pravdépodobnost i (+), 1j. pravdépodobnost

invariantni voci Markovové prechodu T :
n(4) = (nT)(4) = [, 7(x, A)m(dx)

Potom pro n- skoro vsechna x € X:
lim ||[T"™(x,) —w(:)|]| =0
Nn—o00



Reversibilita — podminka detailni
rovhovahy

(V4

Ale jak naopak najit Markovovo jadro, pro ktery je nase cilova pr.
distribuce P(+) staciondarni?

Postacuijici (ale ne nutnd) podminka je, Zze Markovuyv fetézec je
reverzibilni - Markovovo jadro splnuje podminku detailni rovhovahy:

P(dx)t(x,dy) = P(dy)t(y,dx) Vx,y
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Ale jak naopak najit Markovovo jadro, pro ktery je nase cilova pr.
distribuce P(+) staciondarni?

Postacuijici (ale ne nutnd) podminka je, Zze Markovuyv fetézec je
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Reversibll
rovnovah

Ale jak naopak noJVrXorkovovo jadro, pro ktery je nase cilova pr. distribuce P(+)
staciondrni?

Postacujici (ale ne nutnd) podminka je, ze Markovuy fetézec je reverzibilni -
Markovovo jadro splnuje podminku detailni rovnovahy:

ta — podminka detailni

P(dx)t(x,dy) = P(dy)t(y,dx) Vx,y

Integraci pres stavovy prostor totiz dostaneme:
(PT)(dY) = [, P(d0)T(x, dy) = [, Pdy)(y,dx) = P(dy) [, T(y,dx) = P(dy),
coz je presné podminka stacionarity P vOCi T.

Pro konecny prostor to odpovidd podmince
PiTij = PjTji Vl,]

A diUkaz souctu presi:

Zi PiTij = Zi P]'Tji = P] = ﬁje vl. vektor t.



Priklad —Metropolis-Hastings

Zacni v arbitrarnim bodé x € X, x~P,(-). Predpokladdejme, ze chceme
navzorkovat pravdepodobnost P(-), P(dx) = f(x)dx

Definuyj si libovolné Markovovo jadro Q(x,dy) « q(x,y)dy (Casto q(x,y) =
q(Jx — y|) — symetricky random-walk MH. Typicky q(x,y) = N(x — y|0,5?).

Vygeneruj navrh n,n ~Q (xy,*)

0 o , e ~ s _ - . f(n)CI(n,Xi)
Prijmi navrh x; = x;4, = n s pravdepodobnosti a(x;,n) = mln[l,—f 4 (xi,n)]

Opakuj kroky 3. a 4. porad dokola

SloZeni krokU 3 a 4 dohromady vytvori nové jadro t(x,dy) =

q(x, y)a(x, y)dy, o kterem se da ukazat, ze spinuje podminku detailni
rovnovahy vUc&i P(+). P(+) je tedy vUci prechoddm indukovanym
ndahodnou prochdzkou stacionadrni a proto nadm ndhodnad prochdzka
nakonec bude ddvat vzorky P(-).



Priklad —Metropolis-Hastings

Ale jak rychld bude konvergence?¢ Napriklad pro symetricky random
walk mame difuzni pohyb, casto budeme délat neefektivni kroky zpdtky
(urazend vzddlenost bude rdst zhruba jako +/n).

P(-) se sice diky prechoddm zachovd, ale body maiji tendenci jit mimo

typickou mnozinu, kde je (hlavné ve vysokych dimenzich extremné nizké
PDF = vysokd mira zamitani.




Priklad —Metropolis-Hastings

Ale jak rychld bude konvergence?¢ Napriklad pro symetricky random
walk mame difuzni pohyb, casto budeme délat neefektivni kroky zpdtky
(urazend vzddlenost bude rUst zhruba jako +/n).

P(-) se sice diky prechoddm zachovd, ale body maiji tendenci jit mimo
typickou mnozinu, kde je (hlavné ve vysokych dimenzich extremné nizké
PDF = vysokd mira zamitani.

To se da resit zmensenim kroku, ale pak se budem soustredit jen kolem
pocatecniho bodu.




Priklad —Metropolis-Hastings
Samplovani 2D gaussovky

Poloha prvni souradnice Aritmeticky prOmér vs
vs iteracni kork iteracni krok

Random-walk Metropolis

Random-walk Metropolis




Toky

Lepsi by bylo, kdybychom mohli modelovy prostor prochdzet
nejak koherentneji.
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Lepsi by bylo, kdybychom mohli modelovy prostor prochdzet
néjak koherentnéji. Idedini kandiddtem jsou toky (flows), 1.

zobrazeni
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Lepsi by bylo, kdybychom mohli modelovy prostor prochdzet néjak / ;'j' Y/ TN
koherentnéji. Idedini kandidatem jsou foky (flows), tj. zobrazeni

P: XXR - X: (x,t) > y=ad(xt) = ¢ (x), parametrizovand casem t, pro 7 2= N ..; -:: \ -: _'
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¢t10 ¢t2 = ¢t1+t2
Napriklad ¢.(x,y) = (x + t,y + t),¢p:(x,y) = (x + cost,y + sint)

Pokud by se tofiz tok vratil sém na sebe, 3ty, t; € Ri ¢y, = ¢y, tak:
¢t1 = ¢t2
¢¢, 0 ¢t;1 = ¢¢,0 th;l
¢t10 ¢—t2 = ¢t20¢—t2
¢t1—t2 = Idy
=T =t, —t, je perioda toku, ¢ = ¢y7 Vt ER.

Dittusion



Toky zachovavaijici
oravdepodbonost

NAam ale nestacijen rychle prochdzet modelovy prostor, musime ho

prochdzet tak, aby ndm prechody zachovavaly
pravdépodobnostni miru, jinak nepujde pouzit fundamentdini véta

o Markovovych retézcich.
/ndme nejaké toky, které zachovavaji mirue



Toky zachovavaijici
oravdepodbonost

NAam ale nestacijen rychle prochdzet modelovy prostor, musime ho
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Ano! Toky odpovidajici Casovému vyvoji systému klasické fyziky! Liouvilleova
veta



Pripomenuti: fdzovy prostor

Prostor, na kterem ,,ziji** stavy klasické mechaniky. Definujeme na
ném kanonické souradnice: zobecnéné pozice q' a zobecnéné
hybnosti p;. Jeho dimenze je vidy sudd. Dynamika stavU fazového
prostoru se ridi Hamiltonovymi rovnicemi.

r




Pripomenuti: fazovy prostor

Prostor, na kterem ,,ziji** stavy klasické mechaniky. Definujeme na
ném kanonické souradnice: zobecnéné pozice q' a zobecnéné
hybnosti p;. Jeho dimenze je vidy sudd. Dynamika stavU fazového
prostoru se ridi Hamiltonovymi rovnicemi.

. hlediska dif. geometrie se jednd o tzv. koteCny bandl T*Q
konfiguracni variety Q. Tato geometricka struktura (fibrovaného
bandlu) je z matematického hlediska pro metodu dulezitd, protoze
umoznuje dobre definovat podminéné pravdéepodobnosti (viz
Betancourt, 2014).




Liouvilleova veta

Objem oblasti ve fazovém prostoru se pri hamiltonovskem vyvoji
nemeni.




Liouvilleova veta

Objem oblasti ve fazovém prostoru se pri hamiltonovskem vyvoji
nemeni.

Presneji: Necht M je 2n-dimenzionalni fdzovy prostor s kanonickymi
souradnicemi g, p;,i = 1,2, ...,n. Necht H:M X R —» R je hamilfonidn
(obecné zavisly na case) a necht @: MxR —» M : ((qg, Po),t) —
®((qg, Po), t) = (q(t),p(t)) je reSenim Hamiltonovych rovnic:
Wk _OH dp;  O0H
dt O0p;’dt  9q°
s pocateCnim podminkami g(0) = gq, p(0) = py v Case t. Necht A je
néjaka (borelovska) podmnozina M a u(A) jeji objem. —

P

Pofom u(®(A,t)) = u(4A) vt €ER ([ —_‘D{A ’trﬁﬁ
Infinitezimdiné: )
dql ..dq"dp?! ...dp™ = dq(t)t..dqg@®)"dp(t)! ...dp()"
Zkracené
dqdp = dq(t)dp(t)




Liouvilleova véta - priklady

Objem oblasti ve fazovém prostoru se pri vyvoji hamiltonovskeho systemu
nemeni.

2

Priklad: volng cdstice, H = % Priklad: volny pad, H:%Z +mgq




Liouvilleova véta - priklady

1. Review of Hamiltonian dynamics
1.5. Liouville's theorem

Time evolution of a uniform (top) and a Gaussian (bottom) phase-space
distribution of initial conditions for the mathematical pendulum.

GSI| Darmstadt & Institut fur Angewandte Physik der Goethe-Universitat Frankfurt




Liouvilleova véta - priklady

| objem kocicek je invariant.
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Toky zachovavaijici
oravdepodbonost

NAam ale nestacijen rychle prochdzet modelovy prostor, musime ho

prochdzet tak, aby ndm prechody zachovavaly
pravdépodobnostni miru, jinak nepujde pouzit fundamentdini véto

o Markovovych retézcich.
/ndme néjake toky, které zachovavaji miru?
Ano! Toky odpovidajici Casovému vyvoji systémiu klasické fyziky! dqdp =

dq(t)dp(t)
Navic se pii vyvoji systému zachovava hodnota hamiltonianu: H(q(t), p(t)) =

H (¢'((@0,0), £)) = H(40,Po))
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prochdzet tak, aby ndm prechody zachovavaly
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dq(t)dp(t)
Navic se pii vyvoji systému zachovava hodnota hamiltonianu: H(q(t), p(t)) =

H (¢'((@0,0), £)) = H(40,Po))

Zachovavaji se tedy i vSechny miry P(-) na fazovém prostoru ve tvaru
P(dqdp) = exp(—H(q,p)) dqdp



Toky zachovavaijici
oravdepodbonost

NAam ale nestacijen rychle prochdzet modelovy prostor, musime ho
prochdzet tak, aby ndm prechody zachovavaly
pravdépodobnostni miru, jinak nepujde pouzit fundamentdini véto

o Markovovych retézcich.

/ndme nejake toky, které zachovavaj mirue

Ano! Toky odpovidajici Casovému vyvoji systémiu klasické fyziky! dqdp =
dq(t)dp(t)

Navic se pii vyvoji systému zachovava hodnota hamiltonianu: H(q(t), p(t)) =
H (®'((q0,po).t)) = H(qo, P0))

Zachovavaji se tedy i vSechny miry P(-) na fazovém prostoru ve tvaru
P(dqdp) = exp(—H(q,p)) dqdp

Po normalizaci se z téchto mér stanou pravdépodobnosti.



Hamilfonovske Monte Carlo

Chceme navzorkovat pravdepodobnost P(-) =
m(q)dg na modelovéem prostoru Q.

ldea: Zacnéme s néjakym bodem q € Q a
pridejme mu néjakou ndhodnou hybnost p. Tim
vyzdvinneme Q na fazovy prostor M (a nespadne
nam do planety!). Definujme si tam néjaky
hamiltonidn, ktery bude sikovné souviset s cilovou
pravdépodobnosti a nechme (q,p) néjakou dobu
vyvijet pomoci hamiltonoského toku, pak
promitnéme zpdtky. Tim ziskdme Markovuv
prechod, ktery efektivné prochdzi M a zdroven je
vUCi nému cilovd pravdépodobnost invariantni.
Opakujme tuto posloupnost — vyzdvih, tok,
projekce — porad dokola. Diky fundamentdlni vété
Markovovych fetézcU tak dostaneme vzorky
pozadované pravdépodobnosti.




Hamilfonovske Monte Carlo

Méjme n-dimenziondlni modelovy prostor Q se soufadnicemi gt, chceme navzorkovat . P(dq) =
exp(—V(q))dq => PDF: .Funkci (q) budeme fikat energie.



Hamilfonovske Monte Carlo

Méjme n-dimenziondlni modelovy prostor Q se soufadnicemi gt, chceme navzorkovat . P(dq) =
exp(—V(q))dq => PDF: .Funkci (q) budeme fikat energie.

rt(q)=exp(-V(q))




Hamilfonovske Monte Carlo

Méjme n-dimenziondlni modelovy prostor Q se soufadnicemi gt, chceme navzorkovat . P(dq) =
exp(—V(q))dq => PDF: .Funkci (q) budeme fikat energie.

Rozsirme Q na 2n-dimenziondini fadzovy prostor M priddnim n hybnosti p;, i = 1,2,..,n:
(¢') - (¢"p:) 1. (@ ~ (q.p)

p dostaneme jako p~T(+), kde T(dp) = exp(—K(q,p))dp=> PDF: . Funkci 1 (q, p), kterou
muUZeme zvolit libovolné, budeme rikat energie.
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muUZeme zvolit libovolné, budeme rikat energie.
Kombinaci P(:) a T(-) dostaneme pravdépodobnost na celeém fdzovéem prostoru:
dqdp = dqdp
je hustota pravdépodobnosti na celém fdzovém prostoru, = exp(—( + =

exp(—//(q,p)). Funkci //(q, p) budeme nazyvat



Hamilfonovske Monte Carlo

Méjme n-dimenziondlni modelovy prostor Q se soufadnicemi gt, chceme navzorkovat . P(dq) =
exp(—V(q))dq => PDF: .Funkci (q) budeme fikat energie.

Rozsirme Q na 2n-dimenziondini fadzovy prostor M priddnim n hybnosti p;, i = 1,2,..,n:
(¢') - (¢"p:) 1. (@ ~ (q.p)

p dostaneme jako p~T(+), kde T(dp) = exp(—K(q,p))dp=> PDF: . Funkci 1 (q, p), kterou
muUZeme zvolit libovolné, budeme rikat energie.
Kombinaci P(-) a T(-) dostaneme pravdépodobnost na celém fazovém prostoru: Kanonicky rozklad
dqdp = dqdp
je hustota pravdépodobnosti na celém fazovém prostoru, = exp(—( + =

exp(—//(q,p)). Funkci //(q, p) budeme nazyvat



Hamilfonovske Monte Carlo
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a) Vyzdvih - tok — projekce.
b) Slozeni projekce a vyzdvihu mUzeme interpretovat
jako skok mezi jednotlivymi level sety H(q, p).
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Ziskame tak vzorky (qg, Px). Protoze se pri toku zachovava H, budeme krouZit na level setech {q.p: 11(q,p) =
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Po néjaké dobé promitneme zpatky (q,p) - (q)
(q) vyzdvihneme pomoci kinetické energie na novy bod ve fazovém prostoru.
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Nakonec ignorovanim p; dostaneme vzorky margindini pravdépodobnosti - coz je nase cilova
pravdépodobnost.
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(a) (b)

(c) (d)

F1G 13. (a) Hamiltonian Monte Carlo begins with a target measure on the base space, for example Q = S'

(b) The choice of a disintegration on the cotangent bundle, T*Q = S' x R, defines (¢) a joint measure on

the cotangent bundle which immediately defines (d) a Hamiltonian system given the canonical symplectic
structure. The Hamiltonian flow of this system is then used to construct an effictent Markov transition.







Optimalizace

Po kazdém vyzdvihu algoritmus prochdzi jeden level set
hamiltonidnu, t]. celkové pravdépodobnosti. Tyto level sety vyplni
cely fazovy prostor (az na kritické body).

Optimalizace algoritmu se proto dd prirozené rozlozit na
optimalizaci deterministického prochdzeni level setu a na
optimalizaci skokU mezi hylbnostmi.

Formdalné se joint pravdépodobnost rozlozi pomoci mikronanického
rozkladu: n(q,p) = n(0g|E)n(E), kde 6 je level set o energii E. Obe
distribuce vpravo se pak daji zkoumat zvIast.



Optimalizace

Optimalizace prochdzeni

Optimalizace skokU

P P
(a) (b)

Fi1G 22. (a) Each Hamillonian Markov transition lifts the initial state onto a random level set of the
Hamiltonian, which can then be exploved with a Hamiltonian trajectory before projecting back doun to the
target parameter space. (b) If we consider the projection and random lift steps as a single momentum
resampling step, then the Hamiltonian Markov chain allernates between deterministic trajectories along
these level sets (dark red) and a random walk across the level sets (light red).

E-<E> E - <E>
(a) (b)

Fi1G 23. The momentum resampling in a Hamiltonian Markov transition randomly changes the energy, in-
ducing a random walk between level sets. (a) When the energy transition distribution, =(E | q) is narrow
relative to the marginal energy distribution, w(E), this random walk unll explore the marginal energy dis-
tribution only very slowly, requiring many expensive transilions to survey all of the relevant energies. (b)
On the other hand, when the two distributions are well-matched the random walk will explore the marginal
energy distribulion extremely efficiently.




HcMC korekce

Pro Uspéch metody je klicové jak zachovani miry pri
hamilfonovskych tocich, tak zachovani energie pri obehu.

Pokud budeme Hamiltonovy rovnice infegrovat nepresne, tak se
metoda zhrouti

Explicitni ani implicitni Eulerova metoda neni moc dobrd, lepsi je tzv.
leap-frog algoritmus

Ale v praxi stejné budeme mit néjakou chybu

Proto se pouzivaji pravdépodobnostni korekce — pomoci
hamiltonovske dynamiky se navrhuji nove kroky a ty se pak podrobi
HCMC korekci (viz Fichtner).



Vyhody metody

Efektivni prohledavani modelovéeho prostoru

Hamiltonidn prirozené zakdédovava informace o geometrii
pravdépodobnostniho rozlozeni

Solidni matematicky zaklad, vse se dd jasné prelozit do redi
pravdépodobnosti a diferencidlni geometrie.

Usnadnénd diagnostika



Nevyhody metody

Potrelbba mit k dispozici derivace
V nemodifikované podobé funguje jen na unimodalni PDF.

UrCitd volnost ve volbé kinetické energie (nejCcastéji se ale pouziva
néjakd kvadratickd forma v p).

Jesté nenijasné, jak optimdlné volit Casy integrace.

V nemodifikované podobé stejné musime pouzivat McMC kvl
nepresnosti v integraci



plikace metody na seismickou
Inverz

ichtner & Simute (2017):
ttp://geo.mff.cuni.cz/seismosoft/clanky/FichtnerSimute.JGR2018.pdf
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Margindalini a podminend
pravdepodobnost

Expektance

Margindlni

Podminénd




Lebesgueova mira a Lebesgueova
o-algebro

Definition [edit]

Given a subset E C R, with the length of interval I = [a, b](or I = (a,b)) givenby £(I) =b — a, the
Lebesgue outer measure [31 \* (E) is defined as

= inf {Z 0(I}) : (I )ren is a sequence of open intervals with E C U 1 }

k=1

The Lebesgue measure is defined on the Lebesgue o-algebra, which is the collection of all sets E which
satisfy the condition that, for every A C R,

A (A) =X (ANE) + X (AN E°)
For any set in the Lebesgue o-algebra, its Lebesgue measure is given by its Lebesgue outer measure
A(E) = \*(E).

Sets that are not included in the Lebesgue c-algebra are not Lebesgue-measurable. Such sets do exist, i.e.,
the Lebesgue o-algebra is strictly contained in the power set of R.




