Buckingham(v [N-teorém
(viz Barenblatt, Scaling, 2003)

Formalizace rozmérové analyzy (,vysledné jednotky na obou stranach musi souhlasit”).

Rozmér fyzikalni veli¢iny
Méjme néjakou t¥idu jednotek, napfiklad [(kg, m, s)]. * Necht fyzikaIni veli¢ina f nabyva
v téchto jednotkach hodnoty x¢. Pfeskalujme jednotky néjakymi realnymi Cisly, napfiklad
(1/M,1/L,1/T): (kg,m,s)—> (1/M kg,1/L m,1/T s). Potom x; > R(M, L, T)x; =
MELATY x Xs. 2 Funkce R(M, L, T) se nazyva rozmérova funkce, nebo jen rozmér Xf. Znaci
se také [xf].

Napf. pokud je f hybnost, tak se jeji hodnota pfi skdlovdni jednotek Sl bude transformovat
jako xp - ML*T ™Y X xy, tj. [xp] = MALIT .

Kdybychom zvolili jinou tfidu jednotek, tfeba [(kg,m,m/s)], tak by f méla jiny rozmér.
Napfiklad pro hybnost by platilo [x¢] = M*V?.

[I-teorém
Necht y je funkce k + n proménnych ay, ..., ay, by ... by:

y:= f(ay, ..y, by, ... by), (1)

kde parametry a; ... a; maji nezavislé fyzikdlni rozméry (napt. {M, L, T}) a rozméry zavislé veliiny y a
parametrl by, ... by, se daji vyjadrit jako souciny rozmérti a;,i € {1, ...,n}: [y] =

[a1]% [a;]% ... [ ], [bi] = [a1) .. ()P, ;] € R.

Definujme si bezrozmérné veliciny

Hi = - ' (2)
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Potom 3 funkce @ n proménnych, takova, Ze plati:

M=o, ..1,) . (3)

Jinymi slovy vztah (1) se da prepsat jako vztah mezi n + 1 bezrozmérnymi veli¢inami.

1Tj. tfida, do které patfi systém jednotek (kg,m,s). Dva systémy jednotek patfi do stejné t¥idy, pokud se lisi jen
preskalovanim. Napfiklad [(kg, m, s)] = [(g, cm, min)] # [(g, cm, cm/min)].

2 7e se R da vyjadrit jako mocninna funkce plati pouze za jednoduchého, ale hlubokého predpokladu, ze
vSechny systémy jednotek v dané tfidé jsou si ekvivalentni, tj. neexistuje Zzadna distingovand volba jednotek.



Kombinaci (1), (2) a (3) dostaneme

by b

T) ) ——7)-
BT Bk BT Bk
1eay ait..a,

y = f(ay, . ag, by, . by) = ait apt @My, ..., II,) = a;* ... ap“d( (4)

a
Ndvod na vytvoreni funkcni zdvislosti je tedy takovy, Ze ve vztahu mezi rozméry y a a;
[y] = [a1]* [az]?2 ... [a ] ¥
odstranime hranaté zdvorky a pfiddme obecnou funkci n bezrozmérnych velicin I1;.
Pokud je y bezrozmérné, tak @; = 0 Vi € {1, ..., k} a vztah se zjednodusi jesté vic:
y=1xd((l,...11,),

tj. bezrozmérné veli¢iny mohou zdviset zase pouze na n (nezdvislych) bezrozmérnych kombinacich
parametrq, I1; ... I1,.

Vztah 4) také fika, Ze jedind funkcni zavislost, kde mohou vystupovat jednotky s rozmérem, je soucin
mocninnych funkci. Napriklad ve vztahu y = e* musi x nutné byt bezrozmérné.

2
Heuristicky to Ize chdpat rozvojem e* do mocninné Fady: e* = 1+ x + % + -+ . Pokud by x mélo

netrivialni rozmér, tak by vSechny ¢leny na pravé strané mély jiné rozméry.

Priklady

Rychlost elastickych vin v izotropnim prostiedi:
Predpokladejme zavislost rychlosti vin na hustoté p a Laméovych koeficientech p a A:

v=f(p,ml),
za veli¢iny s nezdvislymi rozméry mlizeme zvolit tfeba p a i,
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[p] = M/L% [u]

V soustaveé Sl jsou rozméry v a A zavislé na [p], [u]:

Podle II-teorému musi platit

v=pee () = [Fo(2)=Lyed)

. Uy , . . . P v A
Tj. 7 musi ubyvat s odmocninou p a jinak zavisi jen na poméru "

A+2u
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Volba ®(x) = vx + 2 da rychlost P-vin: v, =



Volba ®(x) = 1 da rychlost S-vin: vy = \/g

Matematické kyvadlo
Chceme najit periodu 8, predpoklddejme vztah

0 =rf(gm),
Kde [ je délka kyvadla, g je tihové zrychleni a m je hmotnost zavésu.

Rozméry argumentti jsou [I] = L, [g] = L/T?, [m] = M, viechny jsou nezavislé (v kazdé je novy

1 1 1
rozmér navic). Dimenze [0] = T je zévisla na [l] a [g], plati [0] = [l]z/[g]z = [l]z[g] .
Podle II-teorému tedy musi platit
11
0 = lzg ZCI)()’

kde prazdna zavorka naznacuje, ze ® je funkce nezavisla na jakémkoliv parametru (tedy konstanta,
@ () =:C, protoze vsechny maji nezdvislé rozméry, tedy v [I-teorému mame n = 0. Speciadlné
nemuze 6 zaviset na m).

Mame proto

9=C\P.
9

Konstanta C (= 2m) se z rozmérové analyzy neda urcit, staci ale provést jediné méreni 8 pro dané
& 9.

Pythagorova véta

Pravouhly trojuhelnik:

Sa Sk

Obsah celého trojuhelniku, S., miZe zaviset jen na ¢ a na c (tim je pravouhly AABC dle véty usu
uréen az na shodnost), mame tedy

Sc = f(c, 9).
[c] =L,[¢] = 1,[S.] = L*



Tj.

Dle II- teorému musi platit:
Se = c*®()
Aplikaci stejné Uvahy na pravouhlé trojihelniky ABPC a AACP dostaneme
Sa = a*®(¢), Sp = b*P ()
Ze vztahu
Sce=S,+5p
plyne
(@® + b*)D(¢) = c* (),
tedy pro ¢ # 0 (protoze pak ®(¢) # 0):
a? + b? = ¢?
Vybuch atomové bomby
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Figure 0.1. A very intense shock wave propagating in quiescent air.

ground - ~ground
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Figure 0.2. Photograph of the fireball of the atomic explosion in New Mexico at
t = 15 ms. confirming in general the spherical symmetry of the gas motion ( Taylor
1950b, 1963).



Uloha: Ur¢it energii vybuchu v zavislosti na ¢ase a poloméru 7 tlakové viny.

Pfedpoklad: Vybuch zacina z bodu (bodovy model). 17 zavisi na Case t od vybuchu, celkové energii E,
pocatecni hustoté vzduchu p,, Poissonové konstanté plynu y (pfedpoklad, Ze se na sledovanych
¢asovych Skalach neméni, adiabaticky dé&j). Vliv pocatecniho tlaku je zanedban.

Nejprve budeme hledat zavislost 1y = f(E, t, pg, ¥)-

Rozméry velitin jsou: [r¢] = L, [t] = T, [E] = ML*T~%,[p,] = ML™3,[y] = 1.

Rozméry E, t, pg jsou nezévislé, y je bezrozmérna, [re] = L = [E]Y/>[¢]?/5[po]~1/5.
Podle Il teorému tedy musi platit:
-1/5 Ee2\'/5
= EVSeSps o) = (5-) T x 0) (5)

Taylor poutZil pouZil 25 fotografii vybuchu bomby z testu Trinity z roku 1945, s ¢asy od 0.1 ms-62 ms, a
Zjistil, Ze zavislost 17 na t skute¢né (na pozorované Casové 3kéle) odpovida vztahu (5), viz obrazek
nize.

Na zakladé odhadu ®(y) a py pak urcil E linedrni regresi.
Pfesné reSeni problému poskytli nezavisle na sobé John von Neumann a Leonid Sedov.

Viz https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/0020739X.2011.562324.
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Aplikace na rate-and-state zakony treni
http://geo.mff.cuni.cz/seismosoft/clanky/Hatano.GJ12015.pdf


https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/0020739X.2011.562324

