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Skripta jsou urc¢ena k prednasce ,,Potencidlova pole“ pro posluchace 3. ro¢niku speciali-
zace geofyzika. Protoze se nepredpokladaji zadné predbézné geofyzikalni znalosti a nepou-
ziva se prilis slozity matematicky aparat (jen zaklady diferencidlniho a integralniho poctu
a vypocet vicerozmérnych integrdli), mohou byt tato skripta pouzita jako dopliikovy
ucebni text také pro posluchace jinych specializaci, véetné posluchact nizsich ro¢nik.
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Z otcova rukopisu v roce 2024 prepsal Martin Novotny.

Text byl nasledne v roce 2025 upraven podle existujiciho strojopisu — puvodni paragraf

10.1. je rozdélen na paragrafy 10.1. a 10.2. a jejich text je preformulovan; ostatni text
obsahuje drobné upravy.
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Kapitola 6

Uvod

Tato skripta jsou primym pokracovanim skript O. Novotny: Potencidlova pole 1 — Za-
klady teorie, Univerzita Karlova, Praha 1982. Z toho divodu i ¢islovani kapitol v téchto
skriptech navazuje na ¢islovani kapitol v prvnim dilu. Stejné jako v prvnim dilu i zde pti
vykladu klademe diiraz spise na dikladnéjsi rozbor zakladnich problému a souvislosti nez
na odvozovani velkého mnozstvi nejriznéjsich vzorct. Nesnazili jsme se o vyklad za pri-
lis obecnych matematickych predpokladi, které se pti feseni konkrétnich fyzikalnich tiloh
stejné vétsinou nepotiebuji, ale o vybudovani metod, které by umoznily fesit z jednotného
hlediska sirokou tiidu obdobnych tloh, s nimiz se setkavime v mechanice, elektrostatice,
magnetostatice, geofyzice, fyzikalni geodézii, astronomii i jinde. Protoze pro posluchace
3. ro¢niku je text tohoto dilu do jisté miry opakovanim latky probirané v matematice
a fyzice, i kdyz usporadanym jinym zpiisobem, snazili jsme se o takovy vyklad, aby tito
posluchaci mohli podstatné casti téchto skript nastudovat formou domaci cetby. Kromé
toho jsme se snazili prenést geofyzikdlni aplikace a nékterd matematicka zobecnéni spise
do prikladi.

V prvnim dilu skript jsme se zabyvali Newtonovym potencidlem bodového zdroje a sou-
stavy bodovych zdroji. Vzorce pro potencial a intenzitu pole byly vyjadireny pomoci jed-
noduchych funkeci. V tomto dilu se budeme zabyvat obecnéjsimi pripady, kdy zdroje pole
(hmoty, elektrické naboje, magnetické dipély) jsou rozprostieny po kiivkach, plochéich
a objemech. Potencial a intenzita pole budou v téchto pripadech obecné mnohem slozitéj-
simi funkcemi, které s vyjimkou nejjednodussich pripadit nebude mozno vyjadrit pomoci
elementarnich funkci. K popisu slozitych funkei se v matematice pouzivaji zejména dveé
vyjadreni: vyjadreni ve tvaru integralu a vyjadreni ve tvaru rady. V tomto a v dalSim
dilu skript pojedndme o vyjadienich potencidlu a pribuznych veli¢in v integralnim tvaru;
integralni vyjadreni téchto velic¢in je v jistém smyslu fyzikdlné nejprirozenéjsi, nebot se
dostava bezprostiednim zobecnénim Newtonova gravitacniho zdkona, Coulombova zakona
a principu superpozice. O vyjadrenich potencidlu a pribuznych veli¢in ve tvaru fad po-
jednavame az ve ¢tvrtém dilu téchto skript.

V tomto dilu skript se budeme zabyvat urcovanim potenciadlu pfi zndmém rozlozeni
zdroju pole. Kromé toho pozdéji budeme vysSetrovat také pripady, kdy rozlozeni zdroja
pole sice nezname, ale misto toho zndme nékteré doplnujici tidaje o studovaném poli.
[lustrujme toto ¢lenéni tloh teorie potencidlu na problému studia gravitacniho pole Zemé.
Kdybychom znali pfesné rozlozeni hmot uvnitt Zemé, mohli bychom gravitacéni potencial



Kapitola 6. Uvod

vné i uvnitt Zemé podcitat pomoci nize odvozeného integralu (8.10), v jehoZ integrandu
vystupuje hustota. Studiem potencidlovych poli prostfednictvim integralti tohoto typu se
budeme zabyvat v tomto dilu skript. Mezi tlohy tohoto typu patii také velké mnozstvi
dilezitych fyzikalnich tloh, jak bude patrné zejména ze cviceni.

Rozlozeni hustoty uvniti Zemé ovSem presné nezname. Lze ukazat, ze v této situaci
nemuzeme presné urcit gravitacni pole uvnitt Zemé. Ovsem gravitacni pole vné Zemé
budeme moci i presto urcit, pokud neznalost rozlozeni hmot nahradime znalostmi o né-
kterych charakteristikach pole na zemském povrchu, napt. znalosti potencidlu nebo jeho
derivaci na povrchu (pfitom musime predpokladat, Ze tvar zemského povrchu je znamy,
jinak se uloha stava jesté slozitéjsi). S obdobnou situaci se setkdvame v elektrostatickych
ulohach s vodici. Rozlozeni ndboje na vodic¢i muze byt znacné slozité. Aniz bychom musel
toto rozlozeni naboje urc¢it, mizeme prislusnou elektrostatickou tlohu resit, vyuzijeme-li
poznatku, ze povrch vodice vytvari ekvipotencidlni plochu (zndme tedy nékterou ekvipo-
tencidlni plochu). Ulohami tohoto typu se zde zabyvat nebudeme.

V téchto skriptech se zabyvame prevazné vypocty potencialu a intenzity pole, které je
plisobeno riznymi télesy. Znamena to, ze se vétsinou omezujeme jen na pusobeni télesa
na ¢astici (hmotny bod, bodovy ndboj). Pro nedostatek mista se zde obecnéjsimi piipady
prilis nezabyvame, pouze v kap. 9 je pojednano o ptisobeni pole na dipol a o vzajem-
ném pusobeni dvou tuhych téles; zdjemce o hlubsi studium této dilezité problematiky
odkazujeme na citovanou literaturu.

Za cenné pripominky a naméty k riznym partiim téchto skript dékuji zejména
RNDr. Z. Martincovi, CSc. Poslucha¢tim specializace geofyzika dékuji za prepocitani rady
prikladii, uvedenych ve cvicenich.

Praha, kvéten 1986 Oldrich Novotny



Kapitola 7

Vychozi vzorce pro intenzitu pole

7.1 Rozsirené znéni Newtonova gravitacniho zakona
a Coulombova zakona

Stejné jako v prvni dilu skript budeme i nyni vychazet pti budovani prislusnych teorii
ze dvou zakladnich fyzikalnich zakonti — Newtonova gravitacniho zdkona a Coulombova
zakona. Meze pouzitelnosti obou zakon byly diskutovany v prvnim dilu. Pojednejme
nyni o nékterych zobecnénich Newtonova gravitacniho zdkona, pro Coulombtv zakon
plati iivahy zcela obdobné.

Newtontuv gravitacni zakon udéava, jakou silou na sebe plisobi dva hmotné body.
Chceme-li popsat silové piisobeni mezi tfemi nebo vice hmotnymi body, musime New-
tonlv gravitacni zdkon doplnit, musime k nému ptipojit pravidlo o sklddani sil — princip
superpozice (viz prvni dil skript). Velice casto vsak nevystacime s predstavou hmotnych
zeni hmot. V tomto pripadé je prirozené pouzit metod integralniho poctu, tj. rozdélit téleso
na malé c¢asti, vektorové secist sily ptisobené jednotlivymi ¢astmi a prejit k limité, jestlize
se rozmeéry jednotlivych ¢asti blizi k nule. Chtéli bychom ovsem upozornit, ze takovy pro-
ces vyzaduje zavedeni dodatecnych predpokladii. Af je totiz déleni télesa jakkoliv jemné,
casti télesa stale nejsou hmotnymi body a, presné feceno, Newtoniv gravitacni zakon
v puvodnim znéni neni tedy pouzitelny. Nemame tak vlastné zadny prostredek k urceni
sil, pasobenych jednotlivymi ¢astmi télesa [Kellogg, 1967).

Musime tedy formulovat novy fyzikalni zdkon. Pfijmeme fyzikalni zakon, ktery
muze byt povazovan za rozsitené znéni Newtonova gravitacniho zakona, v nasledujicim
tvaru [Kellogg, 1967]: ,Necht jsou ddna dvé télesa, necht jsou rozdélena na elementy jako
se to déla v integralnim poctu a necht hmotu kazdého elementu lze povazovat za soustie-
dénou v néjakém bodé elementu. Potom pritazlivost, kterou jedno téleso piisobi na druhé,
je limitou pritazlivosti, kterou odpovidajici soustava c¢astic pusobi na druhou soustavu
Castic, jestlize se maximalni tétiva elementu blizi k nule“. (,, Tétivou“ zde rozumime mno-
zinu bodi, obvykle tisecku, spole¢nou uvazovanému elementu a libovolné piimce, kterd
jej protind; délku nejvétsi tétivy mizeme téz nazyvat priumérem elementu).
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Kapitola 7. Vychozi vzorce pro intenzitu pole

Chteéli bychom znovu upozornit, ze pravé formulovany zakon bezprostiedné neplyne
z Newtonova zdkona, nelze jej z Newtonova zakona odvodit (vySe uvedené ivahy nebyly
zadnym odvozenim, ale mély pouze pomoci k jeho formulovéni). Opac¢né vsak musi pla-
tit, ze z rozsiteného Newtonova zakona vyplyva Newtoniv zakon pro hmotné body jako
specialni pripad; prislusny dikaz je uveden v paragrafu 9.2. Kdyby tomu tak nebylo, mu-
seli bychom préavé formulované rozsiteni Newtonova gravitacniho zékona ihned zamitnout.
Ovéreni spravnosti rozsiteného Newtonova gravitacniho zdkona musi spocivat v provéreni,
zdali dusledky z néj plynouci souhlasi s pozorovanimi a experimenty.

Zcela obdobné, jako jsme dospéli k rozsitenému znéni Newtonova gravitacniho zakona,
muzeme zavést i rozsitené znéni Coulombova zakona. Slovni formulaci rozsiteného znéni
Coulombova zakona prenechavame ¢tenari za cviceni.

Uloha

1. Zdtvodnéte, proc¢ jsme ve formulaci rozsiteného Newtonova zakona nepouzili pojem
spritazliva sila‘“, ale jen méné urcitého slova ,pritazlivost“?

Odpovéd: Vzajemné piisobeni mezi dvéma télesy nelze obecné popsat jen pomoci
sil. V pripadé tuhych téles je tfeba uvazovat jesté momenty sil, jak je zndmo z me-

vvvvvv

7.2 Neékteré otazky matematické formulace, zavedeni
hustoty

»Pro libovolnou teorii je potrebnd wurcitd hloubka, ale
v rozumnych mezich.*

(H. Bondi, viz prvni dil skript)

V tomto paragrafu si vSimneme nékterych velmi obecnych otazek tykajicich se rozlozeni
zdroji pole a integralniho vyjadreni pro intenzitu. Specialné si vSimneme otazky, kdy je
mozné popsat rozlozeni zdroji pole pomoci hustoty. Avsak ve vsech fyzikalnich tlohéch,
kterymi se budeme v téchto skriptech zabyvat, budeme predpokladat, ze takovato funkce
hustoty vzdy existuje. Proto ¢tendr, kterého obecné problémy pfiliS nezajimaji, mize
tento paragraf vynechat a bez jmy na srozumitelnosti pokracovat ve ¢teni nasledujiciho
paragrafu 7.3.

Jak jsme jiz uvedli vyse, kromé kap. 9 se v téchto skriptech nebudeme zabyvat vzajem-
nym pusobenim mezi dvéma télesy, jak se o tom mluvi v rozsitenych znénich Newtonova
a Coulombova zakona, ale budeme studovat jen specialni pripady, kdy druhym ,télesem*
je ¢astice (hmotny bod, bodovy ndboj). Budeme tedy vysetrovat sily, kterymi téleso ptisobi
na ¢astici.

Abychom ilustrovali postup, jakym dospivame k integralnimu vyjadieni pro intenzitu
a potencial, vysSetfujeme v tomto paragrafu pro jednoduchost gravitacni pole, které je
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7.2. Nékteré otazky matematické formulace, zavedeni hustoty

ptisobené hmotami rozprostrenymi podél néjaké tsecky délky ¢. Jedna se o idealizaci pii-
mého dratu, pricemz tato aproximace je tim lepsi, ¢im je pramér dratu tenc¢i vzhledem
k jeho délce a vzhledem ke vzdalenosti pritahované céastice. Pripoustime, ze hmota ne-
musi byt rozprostiena podél tsecky rovnomérné, o charakteru rozlozeni hmoty zatim nic
nepredpoklddame.

Zvolime kartézskou soustavu souradnic tak, aby konce dratu lezely v bodech (0,0,0)
a (£,0,0), viz obr. 1. MnozZstvi hmoty na ruznych ¢dstech tsecky mizeme popsat pomoci
funkce m(§), kterou budeme definovat jako mnozstvi hmoty mezi pocdte¢nim bodem
usecky a bodem (£,0,0). Pri tomto zavedeni je ziejmé, ze m(0) = 0 a m({) je celkova
hmotnost uvazované usecky. ProtoZe pii konstruovéni funkce m(€) od pocatku stéle pii-

Vv

je neklesajici funkei soutadnice &. Zadné dalsi predpoklady o funkci m(€) zatim necinime.

£ p
‘»«-«w~ } 4 _,‘w e «,,.% e
C} F‘Z’ gif;w { &

Obrazek 1

Pocitejme pro jednoduchost intenzitu gravitacniho pole na primce v prodlouzeni dratu
v bodé P o soutadnicich (z,0,0), kde = > ¢ [Kellogg, 1967]. Rozdélme drat na intervaly
pomoci bodu & = 0,&;,&s,...,&, = € (obr. 1). Hmotu na intervalu (&, {x11) oznac¢me
Amy = m(&g+1) — m(&x) a podle naseho fyzikalniho zédkona ji povazujme za soustiedénou
v néjakém bodeé &; uvazovaného intervalu. Intenzita gravita¢niho pole takto konstruova-
ného hmotného bodu ma v bodé P nenulovou pouze slozku ve sméru dratu, oznacime ji
(AE, ), ostatni slozky jsou nulové. Plati

Amk
(z = &)
kde G je gravitacni konstanta. Intenzita E pusobend celou useckou bude (podle zobecné-

ného Newtonova zakona) limitou souctu intenzit pisobenych ¢dsticemi, jestlize se norma
déleni v = max(& — &,—1) blizi k nule. Tuto limitu pro slozku E, oznac¢ime symbolem

(AE)y = -G (7.1)

F—G
E, = / g © (7.2)

a nazyvame ji Stieltjesovym integralem funkce [— G/(z — £)?] podle funkce m(¢§) na in-
tervalu (0, ¢), viz [Jarnik, 1956, Kral, 1965, Rektorys and spol., 1963]. Poznamenejme, ze
v disledku znamych vlastnosti limit jsme mohli v poslednim vzorci napsat konstantu
(— G) pred integrél. Je ziejmé, ze zbyvajici dvé slozky intenzity v bodé P jsou nulové.

V rozsiteném znéni Newtonova gravitacniho zakona se mluvilo o limité, pricemz se
automaticky predpokladalo, ze takova limita musi existovat. To vyplyvalo z fyzikalni
zkusenosti, ze néjaké pritazlivé ucinky libovolného télesa vzdy existuji. PTi matematické
formulaci musime vsak existenci prislusné limity vzdy dokazat, odnikud to a priori ne-
plyne (i kdyz by to bylo podivné, kdyby neexistovala, pak by néco nebylo v poradku).

5



Kapitola 7. Vychozi vzorce pro intenzitu pole

Vsimnéme si existence limity v nasem piipadé, tj. existence integralu (7.2). Integrand
v (7.2) oznatme F(§,z) = — G/(x — £)?. Predpokladejme stéle, ze pozorovatel P se na-
chazi vné usecky (0, /), tedy napt. x > [. Potom funkce F' je spojitd. Predpokladejme
déle, ze funkce m(€) je nejen monotonni, ale téZ omezend (drat ma konecnou hmotnost).
Potom existence integralu (7.2) pfi pevné zvoleném x plyne z nasledujici véty, jejiz dikaz
1ze nalézt v [Kral, 1965]:

Je-li funkce f spojitd na intervalu (a,b), funkce g monotonni a omezend na témze

intervalu, pak
b
| £ ag(©)

existuje. Dokonce miizeme néco tici i o vlastnostech intenzity. Vzhledem k tomu, ze funkce
F(&, ) je spojitd na mnoziné (0, ) x (¢,00) a ma zde i spojité parcidlni derivace, z obec-
nych vét plyne, ze funkce E,(z), dand vzorcem (7.2), je spojita funkce proménné = a ma
spojitou derivaci, kterou dostaneme derivovanim (7.2) za znamenim integralu. Obecné
véty zde dokazovat nebudeme, zdjemce odkazujeme na [Kral et al., 1972], kde jsou pro-
vedeny dikazy i za obecnéjsich predpokladii.

V bodech hmotné tsecky, tj. pro x € (0, ), integral pro intenzitu (7.2) obecné neexis-
tuje; u soustavy hmotnych bod méla intenzita obdobnou singularitu v mistech hmotnych
bodt. Je to zplsobeno idealizaci tlohy, kdy jsme predpokladali, Ze primér dratu pti za-
chovani jeho hmotnosti miizeme zmensit k nule. Kdybychom drat uvazovali jako skutecné
tiirozmérné téleso, bude integral pro intenzitu existovat i ve vnitinich bodech dratu, jak
bude ukazano pozdéji.

Reseni fyzikalni tdlohy neni plnohodnotné, dokud pifslusné veli¢iny neumime ¢iselné
vyjadrit. Pro obecné Stieltjesovy integraly vsak vhodné metody vypoctu vypracovany
nebyly. Mtzeme sice postupovat podle definice a pocitat prislusnou limitu, ale v praxi
tento zpusob vypoctu integralu pfilis vhodny neni. Pokud nechceme jit touto cestou,
jsme odkdzéni jen na moznost prevedeni Stieltjesova integralu na obyéejny (Rieman-
nav) integral. Toto prevedeni neni mozné vzdy, ale jen za nékterych predpokladi. Plati
veta [Krél et al., 1972]:

Necht f, g jsou redlné funkce definované na (a,b). Predpokladejme, Ze g je na (a,b)
spojitd a ma tam vSude az na koneéné mnoho bodu (vlastni) derivaci. Potom

/f §) dgl¢ /f (73

za predpokladu, ze existuje Stieltjestv integral vlevo i Riemanntv integral vpravo.

Podminky pro existenci zminénych integralu a platnost (7.3) budou splnény (postacujici
podminky), jestlize naptiklad funkce f a g budou spojité na (a,b) a funkce g tam bude
mit spojitou derivaci s vyjimkou kone¢ného poc¢tu bod.

Vratme se k nasi tloze o gravitacnim poli hmotné usecky. Derivaci funkce m(§), pokud
existuje, nazveme linearni hustotou a oznacime

A(§) = dn;f). (7.4)
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Tato hustota udava velikost hmoty pripadajici na jednotkovy infinitezimalni interval. Vzo-
rec (7.2) muzeme s uzitim (7.4) a (7.3), jsou-li splnény predpoklady, prepsat ve tvaru

Ey(z) = — G/ (;E%a de. (7.5)

Jestlize je linearni hustota A\ spojitd a omezend na (0,¢) s vyjimkou nejvySe kone¢ného
poc¢tu bodit a bod = nelezi na této tsecce, pak z vyse uvedenych vét ihned plyne, ze
slozku intenzity E, muzeme vyjadiit pomoci Riemannova integrélu (7.5) a tento integral
existuje. Vidime tedy, ze predpoklad o spojitosti a omezenosti hustoty (postaci s vyjim-
kou konecného poctu bodi) mize podstatné prispét ke zjednoduseni teorie. I v pripadé
plosnych a objemovych zdroji budeme proto obvykle predpokladat, ze prislusna plosna
nebo objemova hustota je po c¢astech spojitou a omezenou funkei.

Uvedme jeden fyzikalni priklad, kdy vzorec (7.3) pro pfevod Stieltjesova integralu na
Riemanntiv neplati. Pro jednoduchost nejprve predpokladejme, ze vyse uvazovana hmotné
usecka je homogenni, tj. linedrni hustota A je konstantni na (0,¢) a funkce m je tedy
linedrni rostouci funkei na tomto intervalu. V néjakém bodé x, € (0,¢) pridejme na
hmotnou tsecku jesté hmotny bod o hmotnosti my a poc¢itejme gravitacni pole vysledné
soustavy. Samoziejmé bychom mohli oddélené pocitat gravitacni pole homogenni tsecky
a gravitacni pole hmotného bodu a vysledky secist, ale my bychom nyni chtéli pohlizet
na vyslednou soustavu pouze jako na novou (nehomogenni) tsecku. Funkce m zustava
v intervalu (0, xg) stejnéd jako v pfipadé homogenni tsecky, v bodé zy je nespojita (skok
funkénich hodnot ¢ini my) a déle v intervalu (zg,¢) je opét linedrni. Funkce m zustava
monotonni a omezend, takze Stieltjesiv integral (7.2) existuje i pro piipad nové tsecky.
Protoze tato funkce neni spojitd, nemtizeme integral (7.2) upravit pomoci vzorce (7.3),
ale pouzijeme nésledujici obecnéjsi vétu [Rektorys and spol., 1963]:

Necht f(£) je spojitd v (a,b) a necht g(§) a ¢'(§) jsou v (a,b) po Castech spojité.
Ozname a = &y < & < -+ - < &, = b body nespojitosti funkce g(§) v (a,b), si skok funkce
g(&) v bodé . Pak nize uvedeny Stieltjestuv existuje a plati

[ 1 do©) = [ 1€19/€) de+ 3 s s (7.6

tj. Stieltjestiv integral vypocteme snadno jako soucet uvedeného Riemannova integralu
a skoku funkce g(¢) ndsobenych funkénimi hodnotami funkce f(§) v bodech &.

Uzitim (7.4) a (7.6) lze integral pro intenzitu (7.2) v nasem pripadé prepsat ve tvaru

Gmo

(x —x)%

V4
E,(z) = —G)\/ 7 ‘i)z -

Prvni ¢len na pravé strané popisuje pole homogenni primky, druhy ¢len popisuje pole
hmotného bodu.

Dostali jsme zajimavy vysledek: Zatimco Stieltjestv integral umoznoval popsat pole
celé soustavy, prechodem k linearni hustoté uz integral obsahujici hustotu nepopisuje
pole celé, nebot nezahrnuje pole hmotného bodu. Nelze zkonstruovat funkci hustoty
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tak, aby umoznovala zahrnout i ic¢inek hmotného bodu. I kdybychom linearni hustotu
v bodé xy, kde neni definovana, definovali jako nekonec¢nou a presli k Lebesguesovu in-
tegralu, tento integral nebude rovnéz zahrnovat vliv hmotného bodu. Pii vypoctu Le-
besguesova integralu muzeme totiz bod zy vynechat, protoze se jednd o mnozinu miry
nula. Popsany problém se podaii preklenout teprve zavedenim distribuci. S pouzitim te-
orie distribuci k feseni nékterych tloh teorie potencidlu se muze ¢tendf seznamit napt.
v [Schwartz, 1972, Vladimirov, 1979], zde se jimi zabyvat nebudeme. Budeme muset sice
disledné oddélovat bodové, linearni, plosné a objemové zdroje, ale zato vystacime s ele-
mentarnéjsimi matematickymi prostredky.

Symbol dm(&) ve Stieltjesovych integralech typu (7.2) muzeme chapat jako element
hmoty v infinitezimalnim okoli bodu &, jako prirustek funkce m(§) na tomto intervalu:

_dm(g)

dg
Tato predstava umoznuje bezprostiedné rozsitit nase iivahy i na plosné a objemové zdroje,
jak bude provedeno v nasledujicim paragrafu.

dm(&) d§ = A(€) d€.

Hlavni poznatky z tohoto paragrafu mtzeme shrnout nasledujicim zptisobem: Zobec-
néni Newtonova gravitacniho zdkona a Coulombova zakona vede bezprostiedné k vyjad-
reni intenzity pole ve tvaru integrala Stieltjesova typu. Teprve za nékterych doplnujicich
predpokladu lze ptejit k béznym integralim, v nichz vystupuje hustota zdrojiu (v nami
vySetfované tloze postacila spojitost a omezenost hustoty s vyjimkou konecéného poctu
bodu).

Ulohy

1. Uzitim vzorce (7.5) vypocitejte intenzitu gravitacniho pole homogenniho tenkého
dratu (hmotné usecky) ve vnéjsim bodé P v prodlouzeni dratu. Interpretujte vy-
sledek pomoci pole hmotného bodu. Jak se méni poloha ekvivalentniho hmotného
bodu, jestlize se pozorovatel P vzdaluje od tsecky [Kellogg, 1967]?

Odpoveéd:
G/ GM
Bua) = — == 2,
(z) z(z —¥) c?
kde ¢ = \/x(xz — ¢). Drét tedy pritahuje jednotkovou ¢éstici v bodé P stejné, jako
kdyby hmota celého dratu byla soustiedéna do jednoho bodu na dratu, jehoz vzda-
lenost od bodu P je geometrickym primérem vzdalenosti bodu P od konct dratu.

Pti vzdalovani bodu P se ekvivalentni hmotny bod posouva ke stredu dratu.

2. Intenzita gravitacniho pole hmotné tsecky vedla na Stieltjestiv integral podle mono-
tonni funkce m, resp. g. Uvedte jednoduchy fyzikalni priklad, kdy prislusna funkce,
podle niz integrujeme, nebude monotonni.

Odpoveéd: Nevodiva tsecka s linearnim rozlozenim kladnych a zapornych nabojt
(nevodiva proto, aby se ndboje opacného znaménka nevybily). V obecnéjsi teorii
Stieltjesova integralu se proto misto monotonnich funkeci obvykle uvazuji funkce
s konecnou variaci [Kral et al., 1972].
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7.3 Obecné vzorce pro intenzitu pole

V tomto paragrafu odvodime vzorce pro intenzitu pole objemové, plosné a linearné roz-
lozenych zdroju. Pokud étendi tuto problematiku zna (alespon z¢ésti) a nechce zachazet
do podrobnosti nize diskutovanych, miize i tento paragraf vynechat a prejit na ¢teni na-

vvvvvv

V prvnim dilu skript jsme odvodili, Ze intenzita gravita¢niho pole soustavy n hmotnych
bodt je dana vzorci, viz vzorce (3.9),

m;(x — z;)
TRy
mi(y — i)
T R
mi(z — z)

R3

M=

E,=-G

<.
I

M=

E,=-G (7.7)

<.
I

NgE

E,=-G

1

-
Il

Jednotlivé symboly v téchto vzorcich maji nasledujici vyznam:

G =6,672-10"" m®kg~1ts72 je gravitacni konstanta; m; je hmotnost i-tého hmotného
bodu, jehoz kartézské souradnice jsou z;, y;, 2z;; soutadnice z, y, z jsou souradnicemi
néjakého bodu P, v némz urcujeme intenzitu pole; R; je vzdéalenost bodu P od i-tého
hmotného bodu, tj. R; = \/(x —2)%2 4+ (y — y:)? + (2 — )% Pro bod P, v némz uréujeme
pole, budeme také nékdy pouzivat nézvu ,pozorovatel“ nebo ,pdél“ [Pick et al., 1973].
Poznamenejme, zZe jsme v prvnim dilu skript oznacovali vzdalenost ¢-tého hmotného bodu
a pozorovatele P jako d;. AvSak pismeno ,d“ nyni bude vystupovat také v integracnich
symbolech dm, dV apod., proto jsme pro vzdalenost radéji zvolili R;, coz je v souhlase
s oznacenimi napf. v ucebnici [Votruba and Muzikar, 1955].

Misto tii vzorct pro slozky pole budeme casto pouzivat zapisu pomoci jednoho vzorce
vektorového. Oznacme 7 polohovy vektor pozorovatele P, 7; polohovy vektor i-tého hmot-
ného bodu, }i = r—r; vektor, jehoz pocatecni bod je v i-tém hmotném bodu a koncovym
bodem je bod P. Vzorce (7.7) miZzeme pak zkrécené zapsat v nédsledujicich vektorovych
tvarech

= n 7?—7’2' n R;
=1 i=1 i

(2

—

Intenzitu elektrostatického pole soustavy bodovych naboji ve vakuu dostaneme ihned
ze vzorcu (7.7) nebo (7.8), jestlize misto m; piseme velikost i-tého nédboje ¢; a misto
konstanty (— G) piSeme 1/(47 &), kdeeg = 8,854-10712 C*N~'m 2 = §,854-107 "2 Fm ™!
je permitivita vakua (pouzivame soustavy SI):

.1 & R
E(7) >4 73 (7.9)

i=1

47T€0

Uvedené vzorce zobecnime na piipady, kdy zdroje pole (hmoty, elektrické naboje) jsou
rozprostfeny po objemech, plochach nebo ktivkach.
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7.3.1 Objemové rozlozené hmoty nebo naboje

Predpokladejme, ze pritahujici hmoty vytvareji téleso o objemu V. Chceme urcit intenzitu
gravitacniho pole ptisobenou timto télesem v néjakém bodé P. Rozdélme téleso obvyklym
zpusobem (napf. pomoci tif soustav na sebe kolmych rovin) na malé ¢asti. Hmotnost k-té
¢asti oznac¢me Amy. Uvazujme ¢astici (hmotny bod) o této hmotnosti umistény v néjakém
bodé @ uvazované ¢asti. Kartézské souradnice bodu @y oznacme z}, vy, 2}, souradnice
bodu P ozna¢me z, y, z. Podle (7.7) je ptispévek uvazovaného hmotného bodu k intenzité

v bodé P dan vzorei:
(x — o)) Amy,

AE,) = — ,
y— 1y )Am
(AE,) = —G(Rk%’f, (7.10)
z — 21)Am
(AE.)), = _G(ngk’
k

kde Ry je vzdéalenost bodi P a Q. Se¢téme nyni prispévky od vsSech ¢asti a prejdéme
k limité pro pripad, ze se déleni télesa zjemnuje a rozméry vsSech c¢asti se blizi k nule.
Vysledkem budou slozky intenzity v bodé P plisobené uvazovanym télesem:

E.(P) =~ [[[ 7 am
E,(P) = —Gﬂf y}—%gy' dm, (7.11)

(P =~ [[[ 2 am,

kde, jak je zcela zfejmé, jsme souradnice bodu @ télesa oznacili a', 1/, 2/, vzdalenost
tohoto bodu od bodu P je R = \/(x — o)+ (y—vy')?+ (r — 2/)? a dm znadi element
hmoty (zatim to jesté nemusi byt diferencidl). Pfi integraci pres téleso jsou 2/, v/, 2/
proménné, slozky intenzity jsou funkcemi soutadnic bodu P, tj. E, = E.(x,y, z) atd.

Polohovy vektor pozorovatele P ozna¢me i = (z,y, z), polohovy vektor bodu télesa @,
v némz se nachézi hmotny element dm, oznac¢me 7" = (2/,y/, 2'), vektor s pocatecnim
bodem @ a koncovym bodem P oznacme R =7 —7' = (x —2',y —y', 2 — 2'), viz obr. 2.

Potom vzorce (7.11) pro slozky intenzity muzeme zapsat ve vektorovém tvaru

= ] 2 am (.19

kde integraci provadime pres ¢arkované souradnice, dm = dm(r").

Poznamenejme, ze jsme dosud viibec nepfedpokladali spojité (ve smyslu hustoty) roz-
lozeni hmoty; v uvazovaném objemu mohou byt rozlozeny hmoty nejriznéjsich vlastnosti.
Predpokladejme vsak dale, ze rozlozeni hmot muzeme charakterizovat pomoci hustoty.
Hustotou g (nebo objemovou hustotou) v bodé @ télesa rozumime limitu poméru hmot-

10
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Obréazek 2

nosti elementu télesa obsahujictho bod @) k objemu tohoto elementu, jestlize se rozmeéry
elementu blizi k nule (jestlize se nejdelsi ,tétiva“ blizi k nule):

Am

NG (7.13)

o= lim —

Pritom se pozaduje, aby hodnota této limity nezavisela na tvarech uvazovanych elementi;
kdyby na nich zavisela, fekli bychom, Ze hustota neexistuje. V dalsim budeme predpo-
kladat, ze hustota existuje a je spojita. Ve fyzikalné dilezitych pripadech, v nichz jsou
hustoty nespojité, muze byt téleso obvykle rozdéleno na nékolik dil¢ich téles, ve kterych
jsou jiz hustoty spojité [Kellogg, 1967].

Vratme se k ivaham o déleni télesa na ¢asti. Hmotnost k-té ¢asti Amy, bude lezet mezi
nejmensi a nejvétsi hodnotou hustoty v této ¢asti vyndsobenou objemem této casti AV.
Je-1i hustota spojita, bude v uvazované casti existovat takovy bod Qy, ze

Dosadme tento vyraz do vzorci (7.10) a provedme stejny postup jako vyse. Misto obecnych
vzorcu (7.11) dostaneme nyni vzorce pro intenzitu ve specialnéjsim tvaru

P fff o 5
P o[t 5

n=fffati v

kde hustota o je obecné funkci souradnic 2/, ¥, z’. Tyto vzorce mizeme vektorové zapsat
v nasledujicim tvaru, viz obr. 2,

E(f) = — Gﬂj o(7) ; v, (7.16)

11
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kde integrace se provadi pres
¢arkované souradnice (v ucebnici [Votruba and Muzikar, 1955] se pfipojuje ¢arka také
k symbolu dV', aby se zdtiraznilo integrovani podle ¢arkovanych souradnic, my to zavadét
nebudeme, ale tuto situaci budeme mit stale na mysli).

Vzorce (7.15) a (7.16) budeme povazovat za vychozi vzorce na vypocet intenzity gra-
vitacniho pole objemové rozlozenych hmot; obecnéjsich vzorca (7.11) a (7.12) uzivat
nebudeme. Vidéli jsme, ze vzorce (7.15) a (7.16) plynou ze (7.11) a (7.12), pokud lze
zavést hustotu, avSak sama existence hustoty jesté nestaci. Hustota musi spliovat jeste
jisté podminky, postaci napt. spojitost hustoty (viz odvozeni vzorce (7.14)).

Vzorce (7.15) jsme mohli odvodit primo ze (7.11) nasledujicim postupem. Predpoklé-
dejme, ze element AV} zmensujeme tak, ze stale obsahuje néjaky pevny bod . Uzitim
(7.14) a prechodem k limité dostdvame, Ze pro hmotnost infiniteziméalniho elementu ob-
sahujiciho bod ) o polohovém vektoru 7 plati

dm(") = o(7") dV, (7.17)

coz po dosazeni do (7.11) ihned dava vzorce (7.15).

Vzorce pro intenzitu elektrostatického pole ve vakuu ptisobeného objemoveé rozlozenymi
néboji jsou zcela obdobné vzorcim (7.15), resp. (7.16), pouze misto konstanty (—G) je
tieba psat 1/(4meg) a hustotou o je tfeba rozumét hustotu naboje.

Intenzita pole hmotného bodu je nekonecna v misté, kde se hmotny bod nachazi. Inte-
grandy ve vzorcich (7.15) jsou rovnéz singuldrni, jestlize se pozorovatel P nachdzi uvnitt
télesa. Lze vSak ukazat, ze hodnoty integralu (7.15) zustévaji kone¢né i ve vnitinich bo-
dech télesa, viz odvozeni v kap. 12. Pro tuplnost doplime, Ze i v pripadech, kdy jsou
zdroje pole rozlozeny po plochéch, je intenzita konecna ve vsech bodech prostoru. Avsak
v pripadé rozlozeni zdroju na kfivce je intenzita v bodech kiivky singuldrni (obdoba hmot-
ného bodu). Uvedené vlastnosti lze ilustrovat napt. na specidlnich pripadech, které jsou
vysSetfovany v kap. 11. Obecné dikazy podame v kap. 12 a 13.

7.3.2 Plosné rozlozené hmoty nebo naboje (jednoducha vrstva)

Jak jsme jiz uvedli v prvnim dilu skript, je misto redlnych objemovych zdroji pole ¢asto
uzitecné zavadét ruzné fikce, jako jsou zdroje bodové, plosné nebo linearni. Z hlediska
formalné matematického spociva uzite¢nost takovychto fikei v tom, ze misto trojnych
integrall, které musime pocitat ptri urcovani pole objemovych zdroji, vystacime u plos-
nych zdroji pouze s dvojnymi integraly, u linedrnich zdroji dokonce si jednorozmérnymi
integraly a v ptipadé bodovych zdroju jiz viibec integrovat nemusime.

Vsimnéme si zde pole plosné rozlozenych hmot nebo naboji. Predpokladejme, Ze hmoty
jsou rozloZeny na plose S ve formé velmi tenké vrstvy o tloustce h (obr. 3). Budeme-li
zmensovanim h posouvat hmoty k plose S (napf. podél kolmic k plose S), dospivame
k predstavé plosného rozlozeni hmot. Toto limitni usporadani budeme nazyvat jednodu-
chou vrstvou. Uvedeny limitni pfechod nemtzeme sice prakticky realizovat, je-li vrstva
slozena z néjaké latky, ale docela realny smysl ma v elektrostatice, kde naboje lezi na po-
vrchu vodic¢e. Ovsem i v teorii gravitacniho pole ma predstava plosnych zdroji opravnéni,
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Obrazek 3

pokud tloustka vrstvy h je mala vzhledem k rozmértim plochy S a vzhledem ke vzdale-
nosti pozorovatele od této plochy. Kromé toho lze ukazat, Zze pole objemové rozlozenych
hmot mtizeme v nékterych pripadech formalné nahradit polem plosné rozlozenych hmot.

Aniz bychom opakovali ivahy uvedené vyse, je zfejmé, ze vzorec pro intenzitu pole
plosné rozlozenych hmot dostaneme ihned ze vzorce (7.12), kde pouze misto integrace
pres objem budeme integrovat ptes plochu:

ﬂﬁz—@”i@m (7.18)
S

pritom stejné jako vyse je 7 polohovy vektor bodu P, v némz intenzitu urcujeme, 7’ je
polohovy vektor bodu @ na plose S (pres body plochy S integrujeme), R =7 — 7" a dm
je plosny element hmoty.

Budeme vzdy predpokladat, ze plocha S a rozlozeni hmot na ni maji takové vlastnosti,

ze existuje spojitd funkce o definovana na S vztahem

Am

o= lim —, 7.19

AQ (7.19)
kde Am je element hmoty pripadajici na element plochy AS a v limité zmensujeme
rozméry plosného elementu k nule. Funkci o budeme nazyvat plosnou hustotou (nebo jen
hustotou, pokud nemuze dojit k nedorozumeéni). Pro infinitezimaln{ hmotny element dm
pripadajici na infinitezimalni plosny element dS pak plati

dm(r7") = o(r")dS (7.20)

a vzorec pro intenzitu (7.18) lze prepsat ve tvaru
= . ﬁ
EM:—Gﬂ}whgﬁﬂ (7.21)
s

Z tohoto vzorce budeme vychéazet pti vypoctech intenzity gravitacniho pole plosné rozlo-
zenych hmot. Pro vypocet intenzity elektrostatického pole ve vakuu, ptisobeného plosné

rozlozenymi naboji s hustotou o, je ve vzorcich (7.21) pouze tieba nahradit konstantu
(— G) konstantou 1/(47ey).

Aby integrél v (7.21) existoval, musi spliiovat jisté podminky nejen hustota o, ale i plo-
cha S. V téchto skriptech budeme o vsech plochach predpokladat, Ze jsou hladké nebo
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se skladaji z konecného poctu hladkych ¢asti. To by vsak nestacilo, protoze i nékteré
hladké plochy mohou byt velmi slozité, mohou napi. v nékterych mistech nekonecnékrat
yoscilovat“. Takovéto slozité plochy musime z nasich ivah vyloucit, musime se omezit jen
na ,rozumné‘ hladké plochy. Takovymi specidlnimi pripady hladkych ploch jsou napt.
plochy Ljapunovovy, o nichz blize pojedndme v kap. 13. Zatim se spokojime s konstatova-
nim, ze vSechny bézné plochy, se kterymi se setkavame ve fyzikalnich tlohéch, pozadované
vlastnosti maji.

Obdobné budeme predpokladat, ze i vSechny uvazované kiivky se skladaji z kone¢ného
poctu hladkych a ,rozumnych* tseku.

7.3.3 Krivkové (linedrné) rozlozené hmoty nebo naboje

Uvazujme drat naptiklad kruhového pritezu, pricemz stifedy kruznic lezi na néjaké
kiivce C'. Budeme-li si predstavovat hmotu mezi libovolnou dvojici rovin kolmych k C'
jakoby byla zkoncentrovana na kfivce C' mezi témito rovinami, dospivame k predstavé
hmotné krivky. Délenim krivky na tseky, zjemnovanim tohoto déleni a limitnim precho-
dem dospivame ke vzorci pro intenzitu, ktery je stejny jako vzorce (7.12) a (7.18) az na
to, Ze nyni integrujeme podél kiivky C"

B =—-aG / B gm, (7.22)

Vyznam jednotlivych symbolu v téchto vzorcich je stejny jako u vzorcu (7.12) a (7.18).

Linearn{ hustotou A hmotné kfivky v bodé Q(2’, /', ') budeme nazyvat limitu poméru
hmotnosti libovolného tiseku krivky obsahujictho bod @ k délce tohoto tseku, jestlize se
délka tseku blizi k nule. Budeme predpokladat, ze kiivka C' a rozlozeni hmot na ni maji
takové vlastnosti, ze uvedenda limita existuje ve vSech bodech kfivky a je na této krivce
spojita. Pro element hmoty dm pripadajici na element délky ds podél krivky nyni plati

dm(F') = A(7') ds (7.23)

a vzorec (7.22) nabyva tvaru

—

B = | /\(F’)}i ds. (7.24)
C

V pripadé elektrostatického pole nabité kiivky ve vakuu je v téchto vzorcich opét tieba
misto (— G) psat 1/(47mep).

7.3.4 Objemové rozlozené dipdly

Mohlo by se zdat, ze vyse zavedena objemova, plosna a linearni rozlozeni zdroju nam
umozni popsat vSechny fyzikdlni situace, se kterymi se setkdme pri studiu gravitac¢niho,

vvvvvv

nez zminéné zjednodusené matematické modely. Prikladem mitize byt polarizované dielek-
trikum. V tomto ptipadé je v celém télese i v jeho jednotlivych ¢astech (ovSem v ¢astech
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7.3. Obecné vzorce pro intenzitu pole

podstatné vétsich nez jsou rozméry atomu) stejny pocet kladnych i zapornych naboji,
takze vysledna prostorova hustota naboje je vSude nulova. V diisledku systematického po-
sunu kladnych nabojt vzhledem k nabojim zapornym v kazdé casti télesa vsak vysledné
elektrické pole nebude nulové. Vhodnym modelem pro tuto fyzikalni situaci bude téleso
s objemovym rozlozenim elektrickych dipdli. Naprosto obdobn4 situace je v magnetismu,
kde zmagnetované téleso si muzeme predstavit jako slozené z elementarnich magnetickych
dipéli.

V prvnim dilu skript jsme vysettovali pole dipélu umisténého v poc¢atku soustavy sou-
fadnic. Tuto ulohu potiebujeme nyni zobecnit, budeme predpokladat, ze se dip6l nachézi
v bodé o polohovém vektoru 7. Oznacéme 7 polohovy vektor pozorovatele a zavedme opét
R = 7 — 7. Pro intenzitu pole elektrického dipdlu s momentem p’ ve vakuu pak plati
vzorec

E = —gradU, (7.25)

kde potencidl U je dan vzorcem (viz specidlni vzorec (4.8) v prvnim dilu skript)

v

vy =

47’(’50 R3 (7 6)

Pro intenzitu magnetického pole H buzeného magnetickym dipélem o momentu m plati

H = —gradU, (7.27)
kde B
1 m-R
Uf) = — . 7.28
=T (7.28)
Vsimnéme si blize vypoctu intenzity pomoci uvedenych vzorct. Polohové vektory vy-
jadfeme pomoci jejich slozek, tj. ¥ = (x,y,2) a 7' = (2/,y,2/). Plati R = 7 — 7" =

(x—2y—y,z—2)a R =|R|l = \/(x —2)2+ (y—vy)?+ (2 — 2/)%. Gradientem ve
vzorcich (7.25) a (7.27) rozumime vektor, jehoz slozky dostaneme derivovanim podle ne-
carkovanych souradnic z, y, z. Protoze vektor p zavisi jen na carkovany souradnicich,

p=p(r), plati
o (p-R\ 0@ R 1  _ 5 01\
ax(gs)— e w0 () -

I N
B B T
re TR R

kde jsme pii derivovani skalarniho soucinu p- R pouzili zapisu

p-R=p,R,+pyRy+p.R. =
=po(x— ") +p,(y —y) +p.(2 = ).

Odtud je ziejmé, ze dosazenim (7.26) do (7.25) dostaneme [Votruba and Muzikar, 1955]

. 1 1 |.p-R
E(r) = {SPR2 R—ﬁ}. (7.29)
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Kapitola 7. Vychozi vzorce pro intenzitu pole

Predpokladejme, Ze elektrické dip6ly jsou spojité rozlozeny v néjakém objemu V.
Ozna¢me P dipdlovy moment, pripadajici na jednotku objemu. Vektor P udava hustotu
dipélovych momenti a nazyva se vektorem polarizace. Dipélovy moment v elementar-
nim objemu dV je tedy roven P-dV. Ze vzorce (7.29) a principu superpozice plyne, ze
elektrické pole ve vakuu buzené polarizovanym télesem je dano vzorcem

47r50jj gradP il dV =

o o T e ey

kde integrace se opét provadi pres ¢arkované souradnice a vektor P je funkci téchto sou-
radnic, P = P(7).
Uvazujme nyni zmagnetované téleso. Hustotu magnetického momentu, tj. magneticky

moment pfipadajici na jednotku objemu, oznac¢me M. Vektor M budeme nazyvat vek-
torem magnetizace (téZ hustotou magnetizace [Kellogg, 1967]). Vyraz pro intenzitu mag-

(7.30)

netického pole H buzeného uvazovanym télesem dostaneme ihned formalnim prepisem
vzorce (7.30), vyuzijeme-li podobnosti vzorcu (7.26) a (7.28):

dV =

(7.31)

—» —»

Y

7.3.5 Plosné rozlozené dipdly, dvojvrstva

Bo M}dV.

Vzorce pro intenzitu pole plosné rozlozenych dipoli dostaneme ihned z vysSe uvedenych
vzorci pro objemové rozlozené dipdly, jestlize v nich integraci pres objem nahradime
integraci pres plochu a objemové hustoty dipoli zaménime plosnymi hustotami dipola.
Uvedme jen vzorec pro pole plosné rozlozenych magnetickych dipéli s plosnou hustotou /i,
ktery ma ziejmé tvar

I —;;jfgradﬁéf ds =
47THR3{ R? ﬁ_ﬁ}ds'

V tomto vzorci miize mit plosnd magnetizace ji zcela libovolny smér vzhledem k nor-
male plochy S. Naptiklad magnetické pole tenké desky, zmagnetované Sikmo vzhledem
k povrchu, muzeme pocitat pomoci vzorce (7.32).

(7.32)

Zvlastni vyznam ma specialni pripad, kdy dip6lové momenty jsou v kazdém bodé plochy
orientovany kolmo k této plose. Tomuto modelu budeme fikat dvojvrstva. Zdavodnéni
tohoto terminu ilustrujme na pripadu elektrické dvojvrstvy. V tomto pripadé jsou na

16



7.3. Obecné vzorce pro intenzitu pole

plose rozlozeny elektrické dipoly orientované kolmo k této plose. Kdybychom kazdy dipol
uprostied ,rozrizli“, dostaneme dvé vrstvy naboji, dvé jednoduché vrstvy tésné u sebe.
Odtud vyplyva oznaceni ,dvojvrstva“. Tyto dvé jednoduché vrstvy maji vSak tu specidlni
vlastnost, ze je-li v néjakém misté jedné vrstvy naboj ¢, je v ,sousednim* misté ve druhé
vrstvé naboj (—q).

Vyznam dvojvrstvy spo¢iva v tom, zZe se s timto modelem setkdvame nejen v problémech
magnetismu a polarizace dielektrik, ale i v elektrostatickych tlohach s vodic¢i a dokonce
i v teorii gravitacniho pole. Uvazujme napt. dvé stejné vodivé desky umisténé blizko sebe
(kondenzator), které jsou nabité stejné velikymi naboji, ale opa¢ného znaménka. Elek-
trostatické pole této soustavy muzeme ve vzdéalenostech vétsich nez je vzdalenost desek
povazovat za pole dvojvrstvy. V teorii gravitacniho pole mtze byt pojem dvojvrstvy také
zaveden, ovsem jen jako pojem fiktivni, protoze zaporné hmoty fyzikalné neptripoustime.
Ovsem velmi ¢asto se studuji riizna poruchova gravitacni pole, ktera jsou zpusobena od-
chylkami v rozlozeni hmot od jistého prumeéru. Tyto rozdilové hmoty mohou jiz byt jak
kladné, tak i zdporné (nadbytek ¢i nedostatek hmot ve srovnani s primérem), takze v te-
orii poruchového gravitacniho pole se s pojmem dvojvrstvy miizeme setkat a tento pojem
ma plné fyzikdlni opravnéni [Pick et al., 1973].

V pripadé dvojvrstvy mizeme vySe uvedeny obecny vzorec (7.32) prepsat jesté v jinych
tvarech, jak bude ukazano v nasledujici kapitole.

Obdobné, jako jsme uvazovali rozlozeni hmot nebo naboji na néjaké kiivce, mohli
bychom uvazovat rozlozeni dipéli na ktivce. Napriklad pole zmagnetovaného tenkého véalce
bychom mohli aproximovat polem tisecky s linearnim rozlozenim magnetickych dipéla.
Protoze takovéto modely se potiebuji jen zridka, nebudeme se jimi zde zabyvat.

Rovnéz nebudeme vysettovat rozlozeni vyssich multipéli po objemech, plochach a kiiv-
kach, coz by nyni mélo logicky nasledovat. Jisté by se naslo mnozstvi zajimavych aplikaci
takovych modelt napt. ve fyzice pevnych latek, ale v makroskopickych teoriich gravi-
tacniho, elektrostatického a magnetického pole se nepouzivaji (divody se v ucebnicich
elektromagnetického pole neuvadéji, ale hlavni pri¢inou je pravdépodobné to, ze pole tako-
vych soustav se obvykle uvazovat nemuseji, protoze intenzity rychle klesaji se vzdalenosti,
a kromé toho by byl matematicky popis jiz znacné slozity).
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Kapitola 8

Vychozi vzorce pro Newtonuv
potencial a pribuzné veliciny

8.1 Obecné vzorce pro potencial

Odvodme vzorce na vypocet potencidlu pro pole, kterd jsme uvazovali v predchozi kapi-
tole. V integralech, které udévaly intenzitu pole, budeme chtit integrand vyjadrit pomoci
gradientu néjaké skalarni funkce.

Zopakujme néktera oznaceni z predchazejici kapitoly, viz obr. 2. Polohovy vektor
bodu P, v némz pocitdme pole, jsme oznacili ¥ = (z,y,z). Polohovy vektor uvazo-
vaného hmotného elementu dm (objemového, plosného nebo linedrniho) jsme oznagcili
7 = (2,9, 2"). Vektor, ktery ma pocatek v hmotném elementu a koncovy bod v bodé P,
jsme oznacili ﬁ, tj.

—

R=r—7"=@-2y—y,z2—2). (8.1)

Pro velikost vektoru R plati

R=\/(z =22+ (y—y)*+ (x - a)2 (8.2)

Ve vzorcich v predchozim paragrafu pravidelné vystupovala velic¢ina ﬁ/ R3. Ukdzeme, Ze
ji 1ze vyjadrit pomoci gradientu funkce 1/R.

Funkce R je funkci necarkovanych soufadnic x, y, z a ¢arkovanych souradnic 2/, 1/,
Z'. Pokud budeme pocitat gradient vzhledem k necarkovanym souradnicim, budeme jej
znacit obvyklym symbolem grad. Pokud budeme pocitat gradient vzhledem k ¢arkovanym
soufadnicim, budeme k symbolu gradientu téz piipojovat ¢arku, tj. grad’. Tedy

(1) - (248,200 20 "

R Ox oy = 0z

Pocitejme prvni slozku tohoto gradientu. Z (8.2) plyne

(k)  10rR  1az-2 R 5
dr  R20r R R R® '
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Kapitola 8. Vychozi vzorce pro Newtoniiv potencial a pribuzné veliciny

Obdobné vzorce plati i pro zbyvajici dvé slozky gradientu. Odtud plyne

R 1

vvvvvv

bychom jej mohli oznacit za zakladni vzorec teorie potencialu. Svym vyznamem se
radi hned za Newtoniv a Coulombiiv zakon a princip superpozice. Umoznuje popsat vyse
studovana fyzikalni pole pomoci jediné skalarni funkce — potencialu, jak hned ukazeme.
Mame-li byt zcela presni, musime vsSak predeslat, ze v nékterych specialnich pripadech
nebude mozné zavést potencial uzitim vzorce (8.5), ale ve vétsiné pripadu to pujde.

8.1.1 Potencial objemové, plosné a linearné rozloZenych hmot
nebo naboju

Vzorce, odvozené v predchazejicim paragrafu pro intenzitu gravitacniho pole piisobeného

objemovymi, plosnymi a linedrnimi zdroji, miuzeme uzitim (8.5) prepsat v nésledujicich
tvarech

. Gﬂf 0 AV = Gﬂf perad ( ) dv = Ggf arad (é) v,  (86)
B =-a jj o dS =G jsj erad G) ds, (8.7)

_ —G/)\— ds—G/grad (2) ds, (8.8)

kde o je objemova hustota, o je plosna hustota, A\ linearni hustota, vsechny tyto hustoty
jsou funkcemi jen ¢arkovanych souradnic, takze jsme je mohli zapsat az za znak gradientu,
integrace se rovnéz provadéji podle ¢arkovanych souradnic.

Predpokladejme, ze v uvedenych vzorcich lze zaménit poradi integrace a derivace (gra-
dientu). Pak bude mozné vyjadrit intenzitu pomoci gradientu skaldrni funkce. Podle fy-
zikalnich zvyklosti zavedeme tuto skalarni funkci, kterou budeme nazyvat potencidlem,
takovym zptusobem, aby se intenzita rovnala zaporné vzatému gradientu potencialu:

E = —gradU. (8.9)

Pro potencidly objemovych, plosnych a linearnich hmot pak postupné dostavame

o=l o2

= —Gﬂ—ds (8.11)

_ _G/f ds. (8.12)
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8.1. Obecné vzorce pro potencial

Vzorce pro potencidly elektrostatického pole buzeného objemovymi, plosnymi a lineér-
nimi naboji ve vakuu dostaneme ihned ze vzorcu (8.10) az (8.12), jestlize v nich nahradime
konstantu (— G) konstantou 1/(4 7 &) a pod hustotami g, o, A rozumime prislusné hustoty
naboje.

Potencialy typu (8.10) az (8.12), obsahujici v integrandu funkei 1/R, budeme nazyvat
Newtonovymi potenciily. Uvidime, Ze v nékterych pripadech nebude mozné vysledné
pole popsat pomoci Newtonova potencialu, i kdyz ptisobeni mezi jednotlivymi ¢asticemi se
ridi Newtonovym gravitacnim zakonem nebo Coulombovym zdkonem. Takovym pripadem
bude logaritmicky nebo linedrni potencial (viz kap. 11) a samozrejmé, v obecném piipadé,
i potencial rozlozenych dipdli.

8.1.2 Potencial objemové rozlozenych dipdla

Vzorce pro potencial prostorové a plosné rozlozenych stacionarnich dipoli byly v pod-
staté uvedeny uz na konci predchazejictho paragrafu, postaci pouze opét pripojit predpo-
klad o moznosti zamény integralu a derivace. Napriklad intenzitu magnetostatického pole
zmagnetovaného télesa miizeme psat ve tvaru

H=— grad U, (8.13)
kde pro potencial plati L
1 M-R

[ 29

vektor M je vektor magnetizace (dipSlovy moment v jednotkovém objemu).

Posledni vzorec pro magnetostaticky potencial se ¢asto zapisuje i v jinych, ekvivalent-
nich, tvarech. Pfedné miZzeme vyraz R/R? v tomto vzorci opét prepsat pomoci zdkladniho

vzorce (8.5): ' .
U=—— ([ - =) av. 1
ype I‘I grad (R) d (8.15)

Zavedeme-li gradient podle ¢drkovanych soufadnic, oznacime jej grad’, z (8.2) a (8.5) plyne

, 1>_ x—x y—vy z-—2 _E_ <1>
grad <R =\ m | T grad =) (8.16)

Prechodem ke gradientu podle ¢arkovanych souradnic musime ve vzorci (8.15) zménit jen
znaménko: ) 1
- ¥, . ! N

U= 47TIJIM erad (R> av. (8.17)

V teorii i pti praktickych vypoctech se ¢asto pouzivaji jesté dva dilezité vzorce, které se
dostanou dalsimi tipravami vzorct (8.15) a (8.17). Pristupme nejprve k odvozeni obecného
vzorce, ktery plyne ze vzorce (8.17).

Uzitim znamé identity pro divergenci

div (b A) = bdiv A+ A gradb (8.18)

21
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lze vzorec (8.17) zapsat ve tvaru

1 div’ M 1 M
U=—-— dV + — div' | = | dV.
47?£If R +47TJJ v (R)
Upravime-li posledni integral pomoci Gaussovy véty, dostavame

U= w % dv + Lj % ds, (8.19)

kde jsme oznacili

0= — 417T div' M, n= i{’:, (8.20)
S je povrch télesa V' a M, je normélova slozka magnetizace (slozka magnetizace ve sméru
vnéjsi normély k plose S). Pripomenme, ze pro pouziti Gaussovy véty postaci, bude-li
funkce M /R ise svymi prvnimi parcidlnimi derivacemi omezena a spojita vsude v télese V/
a na jeho povrchu S. To bude napt. splnéno, pokud M bude omezené a spojite i se svymi
prvnimi parcidlnimi derivacemi a pole vySetfujeme jen vné télesa, takze vzdalenost R se
nikde nerovna nule. Pripad pole ve vnitinich bodech by vyzadoval hlubsi rozbor, ktery
zde provadét nebudeme, protoze vétsinou se budeme zabyvat jen vnéjSim polem, napft.
v tlohach uzité geofyziky.

Vsimnéme si, ze ¢leny na pravé strané vzorce (8.19) jsou formélné stejné, az na kon-
stantu, jako potencialy pro objemové a plosné rozlozené hmoty nebo elektrické naboje,
viz (8.10) a (8.11). Muzeme tedy veli¢inu p, zavedenou v (8.20), povazovat za jakousi obje-
movou hustotu , magnetickych mnozstvi“ a n za prislusnou plosnou hustotu. Magnetosta-
ticky potencidl zmagnetovaného télesa (a obdobné potencidl polarizovaného dielektrika)
muzeme tedy vyjadrit jako soucet dvou Newtonovych potencialti, jednoho objemového
a jednoho plosného. Teoreticky vyznam vzorca (8.19) a (8.20) tedy spociva v tom, ze
umoznuji zaclenit vySetrovani magnetostatického pole do ramce teorie Newtonova poten-
cidlu. S tim tzce souvisi i to, ze také Gaussova a Schmidtova teorie zemského magnetického
pole vychazeji ze vzorce (8.19), viz [Janovskij, 1964].

Vsimnéme si jesté, jak se vzorec (8.19) zjednodusi v pripadé homogenné zmagneto-

vaného télesa, kdy M je konstantni vektor. Protoze divergence konstantniho vektoru je
nulova, dostavame o = 0 a ve vzorci (8.19) zbude jen plosny integral:

U= 417T Lj ]\é" ds. (8.21)

Fyzikalni vysvétleni tohoto vysledku je ziejmé; ucinky vzajemné posunutych kladnych
a zapornych , magnetickych mnozstvi“, kterda maji nyni vSude stejnou velikost, se uvnitr
télesa vzajemné rusi, nevyrusi se pouze na povrchu télesa.

Druhy dulezity vzorec, ovSsem jen pro homogenné zmagnetované téleso, dostaneme ze
vzorce (8.15). Predpokladame-li, ze vektor magnetizace M je konstantni, muzeme jej psat
pred integral. Zaménime-li jesté potradi integrace a gradientu (v operaci grad derivujeme
podle soutadnic pozorovatele, jednd se tedy o derivovani integrdlu podle parametru),

dostavame L ]
U= —MM-gradefR v,
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8.1. Obecné vzorce pro potencial

Poznamenejme, ze o predpokladech, kdy je mozno zaménit integral a gradient, se zminime
v nasledujicim paragrafu 8.2, podrobnéji pak v kap. 12. Integral v poslednim vyrazu pred-
stavuje, az na konstantu (— ), gravitaéni potencial homogenniho télesa, které ma stejny
objem a tvar jako uvazované zmagnetované téleso a jeho hustota hmoty je rovna jedné.
Mezi magnetostatickym potencidlem homogenné zmagnetovaného télesa a gravitaénim
potencidlem prislusného homogenniho télesa tedy plati vztah

1 -
Unag = — ype M - grad Ug,qy, (8.22)

pfi¢emz ovsem pfi vypoctu ,gravitacniho® potencialu Uy, klademe hustotu o =1 a vy-
nechavame konstantu (— G). Tvrzeni, ze potencidl homogenné zmagnetovaného télesa lze
urcit z gravitacniho potencidlu prislusného homogenniho télesa pomoci vzorce (8.22), se
nazyva Poissonova véta [Janovskij, 1964].

K vypoctu potencialu homogenné zmagnetovaného télesa miizeme tedy pouzit vzo-
rec (8.21) nebo (8.22). Kterému z nich dame prednost, zavisi na tvaru zmagnetovaného
télesa. Pro nékterd télesa, napr. hranol nebo vélec, 1ze tlohu snadno vyfesit pomoci
vzorce (8.21), pro jind télesa, jako koule nebo elipsoid, je vyhodnéjsi vyjit ze vzorct
pro gravitacni potencial a pouzit (8.22), viz [Janovskij, 1964]. Obrovska prakticka cena
Poissonova vzorce (8.22) napt. v uzité geofyzice spociva v tom, ze vzorce pro gravitaéni
potencial homogennich téles, odvozené pro potieby gravimetrického prizkumu, muzeme
pomoci vzorce (8.22) pomérné snadno prevést na vzorce, které se potfebuji v magnetickém
pruzkumu.

8.1.3 Potencial plosné rozlozenych dipdéli, potencial dvojvrstvy

Pro potencial plosné rozlozenych magnetickych dipéli obdobné dostavame
1 ¢rfi-R 1 1
U=~ as=—— ((za- d<> ds
47TL R in Sf“ S\ R
1 . e
=g ) e (&) @

kde p je plosna hustota magnetického momentu. Rozpisem skalarniho soucinu

(8.23)

ii-B=|il-|R]|- cosa,

kde « je tihel sevieny vektory ji a é, muzeme prvni ze vzorcu (8.23) téz zapsat ve tvaru

1 CcoS o
- T ds. .24
U= g ) as (8.24)

Uvedme specialné nékolik uprav vzorci (8.23) pro pripad magnetické dvojvrstvy, kdy je
podle definice vektor ji vsude kolmy k plose S. Zvolme néjakym zptisobem orientaci jed-
notkové normaly 77 k plose S. V pripadé dvojvrstvy muzeme psat ji = un, kde p je kladné,
pokud ma vektor /i stejnou orientaci jako 77, zaporné v opac¢ném pripadé. Oznacme ¢ tihel
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Kapitola 8. Vychozi vzorce pro Newtoniiv potencial a pribuzné veliciny

Obrazek 4

mezi normalou v néjakém bodé () plochy S a spojnici tohoto bodu s bodem P, v némz
potencial poc¢itame (obr. 4). Pro skalarni soucin fi - R pak plati

—
—

fi-R=pRcosy
a prvai ze vzorcu (8.23) dava potencidl dvojvrstvy ve tvaru [Pick et al., 1973]

1 Cos ¢
Up) = [ 1 o ds. (8.25)
S

Ponechévame Ctenari, aby porovnal tento vzorec se vzorcem (8.24). Prepisme posledni
vzorec jesté v jiném tvaru. Vyraz dS cos g predstavuje primét elementu plochy dS do
roviny, ktera je kolma ke spojnici boda @) a P, viz obr. 5.

=2

Obrazek 5

Velikost tohoto prumétu oznaé¢me dS’ = dS cos . Ozna¢me dS2 prostorovy thel, pod
kterym vidime z bodu P plochu dS’ (a tedy i plochu dS). Protoze plocha dS” se nachazi
ve vzdalenosti R od bodu P, ziejmé plati

ds’ = R* dQ.
Odtud plyne
CoS ds’
IE ds = = dQ (8.26)

a vzorec (8.25) nabyva jednoduchého tvaru [Votruba and Muzikar, 1955
1
P)=— dQ2 8.27
Up) = 7 Jf man (8.27)
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8.1. Obecné vzorce pro potencial

kde element d2 bereme kladny, je-li tihel ¢ ostry jako na obr. 5 (z bodu P vidime
skladnou* stranu plochy dS); d2 bereme zdporné, je-li ihel ¢ tupy (z bodu P vidime
szapornou* stranu plochy dS). Kdybychom zvolili opa¢nou volbu znamének, objevilo by
se ve vzorci (8.27) zaporné znaménko [Kellogg, 1967]. Vzorec (8.27) neni sice pfilis vhodny
k numerickym vypoctim, ale ma velky vyznam v teorii. Uvedme jesté jeden vzorec pro
potencial dvojvrstvy, ktery se vyskytuje nejcastéji. V pripadé dvojvrstvy mizeme posledni
ze vzorcu (8.23) zapsat ve tvaru

1 . /1
U:E Sjun-grad <R> ds.

Skalarni soucin v tomto vzorci udava prumét gradientu do sméru normaly 77, tj. derivaci
ve sméru této normaly. Odtud dostavame vzorec pro potencial magnetické dvojvrstvy ve

tvaru
U(P) = 417r JI,U aa <;> ds, (8.28)
'y On

kde derivaci podle normaly rozumime derivaci ve sméru normaly podle ¢arkovanych sou-
radnic, tj. pri derivovani reciproké vzdalenosti bodu ) a P ponechavame bod P pevny
a bod ) posouvame podél normaly, viz obr. 4. Nékteri autori voli smér normély opacné,
nez jsme zde zavedli, pak se ve vzorci (8.28) objevi zaporné znaménko [Pick et al., 1973].

Muzeme tedy shrnout, ze na vypocet potencialu magnetické dvojvrstvy lze vedle obec-
nych vzorcu (8.23) pouzit kteréhokoliv ze vzorcu (8.25), (8.27) nebo (8.28).

Diskuzi o mezich pouzitelnosti zde odvozenych vzorcl pro gravitacni, elektrostaticky
a magnetostaticky potencial provedeme v nasledujicich paragrafech 8.2 a 8.3.

Ulohy

1. Je-li ¥ = (z,y, z) polohovy vektor néjakého bodu a r = /a2 + y? + 22 jeho velikost,
dokazte, ze plati [Rektorys and spol., 1963]:

a) gradr = f je jednotkovy vektor ve sméru vektoru 77

b) grad (%) =— r% gradr = — r%

Vsimnéte si, ze vzorce (8.5) a (8.16) jsou zobecnénim posledniho vzorce, kde misto
7 vystupuje 7 — 7.

2. Gaussuv integral. Uvazujme uzavienou hladkou plochu S, jeji vnéjsi normaélu
oznacme 177, viz obr. 4 a 6. Oznac¢me ¢ thel mezi normalou v bodé plochy S a spojnici
tohoto bodu s pélem P. Dokazte, ze plati

—4m, je-li p6l P uvnitt S,

cos
jf R;O dS=4¢ —2m, pdél PnasS, (8:29)
S

0, pol P vne S.
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Poznamenejme, Ze ¢astéji se misto ihlu ¢ uvazuje ve vzorci (8.29) jeho doplnék, pak
na pravych strandch jsou opacnd znaménka [Pick et al., 1973].

Reseni: Vyplyva ihned ze vzorce (8.26). Jsme-li uvnitf, vidime plochu S pod pro-
storovym thlem 47, ale vidime jeji ,zdpornou® stranu (vnéjsi normala vychdzi
z druhé strany). Jsme-li na hranici, je vidét opét vnitiek plochy S, ale pod prosto-
rovym uhlem 2. Je-li P vné, pak ¢asti plochy S ,viditelné“ z P prislusi néjaky
prostorovy thel €, zbytku plochy pfislusi prostorovy thel (— €)p), dohromady tedy
nula.

=)
n

Obréazek 6

8.2 Vztah mezi vzorci pro intenzitu a pro potencial

Hlavni obecné poznatky, ziskané dosud v predeslé a v této kapitole, 1ze struéné shrnout
nasledujicim zptisobem. Intenzitu gravitacniho, elektrostatického nebo magnetostatického
pole pusobeného objemoveé, plosné nebo linearné rozlozenymi zdroji mizeme v nejobecnéj-
Sim piipadé vyjadrit pomoci integralu Stieltjesova typu (pomoci Lebesguesovych integrali
podle miry). Jestlize lze zavést hustotu zdroju a tato hustota spliuje nékteré predpoklady
(postaci spojitost hustoty), 1ze intenzitu jiz vyjadrit pomoci obvyklych integrali, viz napft.
vzorce (8.6) az (8.8) pro gravita¢ni pole. Protoze dale v téchto skriptech budeme vzdy
predpokladat, ze hustotu pozadovanych vlastnosti lze zavést, budeme tyto vzorce pro in-
tenzitu povazovat za vychozi vzorce celé teorie. Teprve pti splnéni dalSich predpokladii,
které zajisti moznost zamény integralu a derivace, je mozné prislusna pole popsat po-
moci potenciadll, které jsme vyse zavedli. Tedy vzorce pro intenzitu budeme povazovat
za obecné, univerzalné platné, kdezto vzorce pro Newtonovy potencidly pouze za jejich
specialni pripad, pouzitelny jen za jistych predpokladi.

Samoziejmé, pokud to piijde, budeme davat prednost popisu pole pomoci potencidlu,
protoze v tomto pripadé vystacime jen s jednou skalarni funkci. Pouze v pripadech, kdy
budou vznikat néjaké problémy s pouzitim Newtonovych potencialii, budeme se muset
vratit k obecnéjsim vzorctim pro intenzitu. V kap. 12 dokazeme, ze Newtontuv gravitacni
potencial dany vyse uvedenymi vzorci spravné popisuje pole prakticky ve vsech pripadech,
kdy uvazovany integrac¢ni obor ma kone¢né rozméry. Problémy vsSak nastavaji napt. u pole

26



8.2. Vztah mezi vzorci pro intenzitu a pro potencial

nekonecného dratu nebo nekonecné desky. I v téchto pripadech se sice nakonec podafi né-
jaké potencidly nalézt (pole jsou konzervativni), ale tyto potencidly nejsou Newtonovymi
potencidly. S obdobnou situaci se setkavame v elektrostatice, kde vSak navic nelze vzorct
pro Newtontiv potencidl primo pouzit i v nékterych tlohach s vodici; napriklad uzemnéna
deska kondenzatoru predstavuje plochu nulového potencidlu v kone¢nu, zatimco pti odvo-
zovani vzorci pro Newtonuv potencial se predpokladalo, ze tato hladina je v nekonec¢nu.
Blize to uvidime na konkrétnich prikladech v kap. 10 a 11. Pro prehlednost posudme
zminéné problémy jesté z hlediska budovani fyzikéalni teorie.

V téchto skriptech jsme zvolili jisty postup pti budovani teorie, ale zatim jsme nediskuto-
vali otazku, zdali nebylo mozné postupovat i jinak. V této souvislosti ¢tenatr muiize pravem
namitnout, Ze napt. vzorce (8.10) az (8.12) pro objemovy, plosny a linedrni potencial byly
jednoduse odvozeny jiz v prvnim dilu skript (pouze s jinym oznac¢enim) pouzitim principu
superpozice pro potencidly. Pro¢ jsme zde nevysli rovnou z téchto vzorct a namisto toho
se napred vénovali zdlouhavym diskusim o intenzitach? Pokusme se dat odpoved na tyto
otazky.

Pti budovani teorie gravitacniho a elektrostatického pole buzeného soustavou bodovych
zdroju (viz prvni dil skript) jsme vysli z Newtonova a Coulombova zdkona a postulovali
jsme platnost principu superpozice pro intenzitu. Vidéli jsme, ze zcela ekvivalentné bylo
mozné vyjit také z potencialu bodového zdroje a postulovat princip superpozice pro poten-
cial. Oba pristupy byly zcela ekvivalentni diky tomu, Ze derivace souctu kone¢ného poctu
¢lent je rovna souctu derivaci. Pti prechodu k polim objemovych, plosnych a linearnich
zdroju jsme tedy meéli dvé moznosti:

a) vyjit za vzorce pro intenzitu bodového zdroje a postulovat platnost principu superpo-
zice pro intenzitu i v pripadé objemovych, plosnych a linedrnich zdroju (tento postup
jsme zvolili zde, stejné se postupuje napt. v [Kellogg, 1967, Purcell, 1965]);

b) vyjit ze vzorce pro potencidl bodového zdroje a postulovat princip superpozice pro
potencidl (takto se postupuje naprt. v [Dubosin, 1961, Idel’son, 1936, Kvasnica, 1985,
Pick et al., 1973, Votruba and Muzikar, 1955] a mnoha jinych ucebnicich).

Na pocatku neexistovaly zadné zasadni divody, abychom davali nékterému z uvedenych
pristupt prednost. Z duvodu formalnich bychom dévali spise prednost pfistupu b), protoze
potencial je skalarni veli¢ina. Samoztejmym pozadavkem ovsem je, aby oba pristupy vedly
bodi, protoze misto koneénych sum vystupuji v prislusnych vyrazech integrély a je znamo,
ze poradi integrovani a derivovani nelze vzdy zaménovat, ale pouze pti splnéni jistych
podminek. Je tedy mozné oc¢ekavat, ze se vyskytnou néjaké pripady, kdy pristupy a) a b)
nebudou davat stejné vysledky. V téchto pripadech bude tieba jeden pristup odmitnout.

Nastésti se ukazuje, ze pro velice Sirokou tiidu realnych zdrojt pole davaji oba pristupy
stejné vysledky, viz kap. 12. Pokud bychom se omezili jen na takovéto zdroje, jsou oba
pristupy ekvivalentni a prednost bychom dali patrné pristupu b), protoze se v ném pracuje
s jednodussimi vzorci. AvSak napriklad pro modely, které maji nékteré rozméry nekonecné,
pristup b) selhdva, integraly pro potencidl jsou divergentni (nekonecné velké), zatimco
v pristupu a) zddné problémy nenastavaji. Lze sice namitnout, ze takové modely redlné
neexistuji, ale o uziteénosti takovych modeli, jako je nekoneény drat nebo nekonecénd
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deska, jisté neni tfeba pochybovat. Protoze i takovéto modely chceme zahrnout do nasi
teorie, zvolili jsme pristup a). Rovnéz v nékterych elektrostatickych ulohéch s vodici, jak
jsme jiz uvedli, je tfeba davat prednost tomuto pristupu.

Ve skutecnosti byly diavody pro pfijeti postupu a) jesté hlubsi. Intenzitu pole povazu-
jeme totiz za primarni veli¢inu, kterda bezprosttedné vystupuje v Newtonové a Coulom-
bové zakonu a témto zdkonlim prisuzujeme velmi obecnou platnost, kdezto potencial byl
puvodné zaveden jako veli¢ina pomocné. Podarilo se sice nalézt velmi dulezity fyzikalni
vyznam potencialu jako prace, kterou musime dodat jednotkové castici, abychom ji pre-
nesli z nekonecna do daného bodu, ale takovato veli¢ina si patrné nemuze zachovat svij
puvodni fyzikalni smysl, pokud se i téleso bude rozprostirat do nekonecna.

Uvedené tvahy je tedy mozné shrnout tak, ze pro popis gravitacniho, elektrostatického
a magnetostatického pole je tfeba za zdkladni vzorce povazovat vzorce pro intenzitu. Tyto
vzorce budeme tedy zde povazovat za matematickou formulaci ptislusnych fyzikalnich
zakonli. Vzorce pro potencidl je tfeba povazovat jen za vzorce odvozené. Nic na této
situaci neméni ani skutecnost, ze potencial jako skalarni veli¢ina je velice uziteény pro
popis uvedenych poli, ani to, ze rozdily potencidlu udavaji dilezitou fyzikalni veli¢inu —
praci.

8.3 O spojitych rozlozenich, rozdil mezi matematikou
a fyzikou

Predstava o spojitém rozlozeni zdroji pole je v rozporu s predstavou o atomové stavbé
latek. Vyse zavedené matematické modely hmotnych téles, ploch ¢i krivek se spojitou
hustotou neodpovidaji tedy fyzikalni realité. Vznika tak otazka, zdali je mozné pouzit
tyto zjednodusené modely k popisu realnych jevi, a v pripadé kladné odpovédi je treba
stanovit meze pouzitelnosti takovych modelii.

Modely se spojitym rozlozenim zdroju nepopisuji spravné vlastnosti prilis malych ob-
lasti, jejichZ rozméry jsou soumeétitelné ¢i mensi nez vzdalenosti mezi ¢asticemi, ale jsou
dobrou aproximaci k popisu stfednich vlastnosti oblasti, které obsahuji mnoho c¢astic. Ve
smyslu strednich hodnot je také treba fyzikalné interpretovat hustotu jako stredni mnoz-
stvi hmoty (resp. ndboje) rozlozené v néjaké malé, ale konecné oblasti [Purcell, 1965].

Vedle uvedenych problémt matematického popisu se v predlozenych modelech setka-
vame jesté s nékterymi fyzikalnimi obtizemi. Ty spocivaji v tom, ze pevna latka, ktera
je celd slozena z nepohyblivych ¢astic, mezi kterymi ptisobi jen pritazlivé sily neprimo
umérné vzdalenosti, by nebyla stabilni a kolabovala by do nulového objemu. Tento pro-
blém lze prekonat predpokladem o existenci dodatecnych odpudivych sil, které se proje-
vuji jen v malych vzdalenostech, nebo predpokladem, zZe se ¢astice nachazeji v rychlém
obézném pohybu [Jeffreys and Swirles, 1966].

Uvedené matematické a fyzikalni obtize obejdeme tim, ze spojité modely budeme po-
uzivat k vypoctim stfednich veli¢in. Teorie pouzivajici spojita rozlozeni bude davat do-
statecné presné hodnoty stfednich veli¢in uvnitt oblasti, jejichz linedrni rozméry jsou
podstatné vétsi nez vzdalenosti mezi atomy, a za ¢asy podstatné delsi nez jsou periody
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pohybti v atomech (zhruba rozméry delsf nez 10719 m a casové intervaly delsi nez 10717 s,
viz [Jeffreys and Swirles, 1966)).

8.4 Potencialni energie soustavy

S pojmem potencidlu souviseji, kromé intenzity, jesté dvé dilezité veli¢iny: potencidlni
energie soustavy a kapacita. Tyto veli¢iny maji nejen velky vyznam fyzikalni, ale ukazaly
se jako velice uzitetné i v matematické teorii potencidlu [Krél et al., 1977, Wermer, 1974).
Vsimnéme si v tomto paragrafu prvni z nich.

Potenciélni energii prislusného rozlozeni zdroju (potencidlni energii soustavy, interakéni
energii soustavy, vlastni potencidlni energii, energii prislusného pole) budeme rozumét
praci, kterou musime dodat vsem elementtim ptivodné rozptylenym v nekonec¢nych vzda-
lenostech od sebe, abychom z nich sestavili vysledné usporadani. V pripadé soustavy
n hmotnych bodu byla tato potencidlni energie ddna vzorcem (4.69):

2’i=1

kde m; je hmotnost i-té castice a U; je potencidl zbyvajicich n — 1 castic v misté i-té
castice. Zobecnénim tohoto vzorce na pripad objemovych hmot dostaneme

W = ;H oU dV, (8.30)

kde o je hustota a U je Newtontv potencial ptisobeny celym télesem v uvazovaném miste,
jak hned zduvodnime. Vzorec (8.30) plati rovnéz pro soustavu objemové rozlozenych na-
boju, lisi se pouze vzorec pro potencial U.

Podle analogie se vzorcem pro soustavu hmotnych bod bychom méli potencidlem U ve
vzorci (8.30) rozumét potenciél, ktery v misté objemového elementu dV' pusobi vSechny
ostatni objemové elementy. Lze vsak ukazat, ze prispévek nekonecné malého objemového
elementu k potencidlu v misté samotného elementu je nekoneéné maly (v pfipadé hmot-
ného bodu byl nekonecné velky), viz kap. 12. Tedy k potencidlu, ktery jsme méli spravné
uvazovat, jsme pridali nekoneéné malou veli¢inu. Kromé toho element hmoty, analogicky
veli¢iné m;, je roven pdV a je také nekonecéné maly. Do ptispévku dW k potencialni energii
soustavy jsme tak pridali veli¢cinu malou druhého fadu a lze proto ocekavat, ze ani po zin-
tegrovani se tyto velic¢iny ve vysledku neprojevi. Presnéjsi odvozeni vzorce (8.30) bychom
museli délat pomoci postupti, pouzivanych v kap. 12. Nékteti autori dokonce zastavaji na-
zor, ze tento vzorec nelze odvozovat, ale je treba jej postulovat jako novy fyzikalni zakon,
ktery podléhd ovérovani pomoci pozorovani a experimentt, viz [Kellogg, 1967].

V ucebnicich elektromagnetického pole, viz téz nize uvedeny priklad 3, se odvozuje jesté
vyjadreni potencialni energie soustavy pomoci intenzity pole. Tim je odtivodnén nazev
senergie pole“. Pro stacionarni ilohy, kterymi se v téchto skriptech zabyvame, nema vsak
toto vyjadreni zvlastni vyznam, vhodnéjsi je vzorec (8.30).
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Pro potencialni energii soustavy plosné a linedrné rozlozenych hmot nebo naboju plati

vzorce, analogické vzorci (8.30):

1 1
W:2LfaUdS, WZQC[)\Uds. (8.31)

Ulohy

30

1. Na vypocet potencialni energie soustavy hmotnych bodi jsme v prvnim dilu skript

odvodili jesté vzorec (4.68),
G, mym,;
W==-352>2"—"
i=1=1  %ij

kde d;; je vzdalenost i-tého a j-tého hmotného bodu a apostrofem oznacujeme, Ze
pri séitani vynechavame pripady ¢ = j. Zobecnéte tento vzorec na pripad spojité
rozlozenych hmot [Kellogg, 1967].

Odpovéd: - ——
== A5

Tento vzorec je v dusledku Sestirozmérného integralu méné vhodny nez vzorec (8.30).

. Napiste vzorec pro potencidlni energii nabitého télesa, v némz je rozlozen obje-

movy naboj s hustotou ¢ a na jeho povrchu plosny naboj s hustotou ¢ [Broz, 1974,
Kvasnica, 1985, Votruba and Muzikar, 1955].

Odpovéd:
W:; [[Jevav+ [[ovas|, (8.32)
|4 S

kde U je vysledny potencial vsech objemovych a povrchovych naboju.

. Predpokladejme, ze elektrické naboje jsou rozlozeny s prostorovou hustotou g v né-

jaké omezené ¢asti prostoru V. Pouzitim vyse uvedenych vzorcii a vzorce divD = p,
znamého z elektrostatiky, odvodte vzorec pro energii elektrického pole

1 L

W= fﬂ E-Dav, (8.33)
kde E je intenzita elektrického pole, D je elektricka indukce a integrace se provadi
pres cely prostor.

Reseni: Protoze hustota ¢ je nulova vné objemu V, miizeme ve vyrazu (8.30) pro
potencialni energii soustavy integrovat i pres vétsi objem, napt. pres néjakou kouli
K, ktera obsahuje cely objem V' uvniti:

W= ;LﬂgUdV: ;g U divD dV.



8.5. Kapacita

Ze vzorce pro divergenci soucinu, viz (8.18), plyne
UdivD = div(UD) — D - gradU = div(UD) + D - E.

Odtud plyne, uzijeme-li jesté Gaussovu vétu,
1 —_— 1 _,
W:ZLIIE-DdVJerjUD ds, (8.34)
K

kde Sk je povrch koule K. Dostali jsme dalsi vzorec pro potencidlni energii nabitého
télesa. Zvétsujme nyni polomeér koule K, ktery oznac¢ime r, do nekonecna. Ve velkych
vzdalenostech se bude pole télesa V' blizit poli hmotného bodu (zde je dilezity
predpoklad omezenosti objemu V', jinak by to obecné neplatilo, viz podrobnosti
vkap. 12), takze U ~ 1/r, D ~ 1/r? tedy UD ~ 1/r®. ProtoZe velikost plochy roste
jen jako 72, plosny integral v (8.34) v limité vymizi a objemovy integral d4 (8.33).

4. Zobecnéte tlohu z predchoziho prikladu v tom smyslu, ze vedle objemovych naboju
v objemu V' budete uvazovat i plosné naboje na plose S, tj. vyjdéte ze vzorce (8.32).
Ukazte, ze i v tomto piipadé je energie elektrického pole ddna vzorcem (8.33),
viz [Kvasnica, 1985, Votruba and Muzikar, 1955].

Reseni: Zadatek postupu je stejny jako v predchozi dloze. ProtoZe vSak na nabité
plose S je vektor D nespojity, nemiizeme v téchto mistech pouzit Gaussovu vétu,
plochu S musime z uvazovaného objemu , vyriznout“ tim zptusobem, zZe ji obklopime
néjakou plochou 87, kterd k S tésné priléha (protéjsi strany plochy S’ v limité prejdou
v S). Z elektrostatiky je znamo, ze v tésné blizkosti nabité plochy je normalova slozka
elektrické indukce, ve sméru od plochy, rovna poloviné plosné hustoty naboje, tj.
D,, = 0/2 (dukaz je snadny uzitim Gaussovy véty z elektrostatiky, viz téz kap. 11
a 13). Protoze vnéjsi normaéla k plose S’ mifi ve sméru k plose S a velikost plochy S’
je v limité rovna dvojnasobku velikosti plochy S, dostavame

[[ubas = L[U (— ‘;) s’ = — Lf Uo dS,

S’/

coz se zrusi s plosnym integralem v (8.32). Dospivame tak i v tomto pripadé ke
vzorcum (8.34) a (8.33). Poznamenejme, ze pii odvozovani vzorce (8.33) v predcho-
zim a v tomto prikladu jsme potiebovali nékteré vzorce z elektrostatiky, o kterych
podrobnéji pojednéame teprve v dalSich kapitolach. Této jisté nelogi¢nosti jsme se do-
pustili zdimérné proto, abychom dulezity vzorec (8.33) uvedli pohromadé s ostatnimi
vzorci pro potencidlni energii soustavy.

8.5 Kapacita

Je-li fixovana poloha bodového naboje a pozorovatele P, plati pfimé timérnost mezi po-
tencidlem v bodé P a velikosti bodového naboje Q:

1

u(p) = iR
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Kapitola 8. Vychozi vzorce pro Newtoniiv potencial a pribuzné veliciny

kde koeficient imérnosti zavisi na vzdalenosti R pozorovatele a naboje, tedy zavisi na jisté
existuje obvykle jednoduchy vztah mezi potencidlem a celkovym nabojem. Avsak v pripadé
vodic¢u plati, ze potencial na povrchu vodice je rovnéz primo imérny celkovému naboji,
konstantu tmérnosti oznac¢me 1/C:

1
U=—=0.
C Q
Castéji se tento vzorec zapisuje ve tvaru
Q=CU. (8.35)

Velicina C' se nazyva kapacita a je velmi dulezitou charakteristikou elektrickych vodici.
Kapacita vodice zavisi na tvaru a velikosti vodice. Soustava vodicii, specidlné konstruovand
tak, aby méla velkou kapacitu, se nazyva kondenzator. Kapacita kondenzatoru zavisi téz
na vzajemné poloze vodi¢i a permitivité prostiedi mezi nimi.

Na tomto misté nemame jesté teorii vybudovanu natolik, abychom mohli obecné doka-
zat uvedené tvrzeni o imérnosti potencialu a naboje na vodic¢i. Chtéli jsme vsak pojem
kapacity zavést jiz zde, abychom jej mohli pouzivat v konkrétnich ptikladech v nasledu-
jicich kapitolach, jakmile zjistime tmérnost mezi potencialem a nabojem.

Je-li znama kapacita, mizeme snadno vyjadrit elektrostatickou energii nabitého vodice.

Protoze na povrchu vodice v ustdleném stavu je potencial konstantni, lze vzorec (8.31)
pro potencialni energii zapsat v jednoduchém tvaru

Wu:;g}UdS:;UQ}dS:;UQ (8.36)

kde @ je celkovy naboj na vodi¢i. Dosadime-li za @ z (8.35), dostavdme odtud znamy
vzorec pro elektrostatickou energii nabitého vodice ve tvaru

W:;CU? (8.37)

Tento vzorec udava také elektrostatickou energii nabitého kondenzatoru, jehoz jedna deska
se nachazi na nulovém potencidlu (uzemnéna) a na druhé je napéti U; v tomto pripadé
je sice plocha S tvofena dvéma deskami kondenzatoru, ale prispévek uzemnéné desky
k integralu (8.36) je nulovy v dusledku U = 0.

Vsimnéte si formélni podobnosti vzorce (8.37) pro energii nabitého kondenzdtoru
a vzorce pro kinetickou energii pohybujictho se hmotného bodu %mvz.
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Kapitola 9

Vychozi vzorce pro pusobeni mezi
slozitéjsimi objekty

9.1 Pisobeni pole na dipdl

Intenzitu pole, resp. potencial, povazujeme za velic¢inu, ktera prislusné pole plné popisuje.
Intenzita je vsak sila, kterou pole piisobi na jednotkovou ¢astici. Vznika prirozené otézka,
popsat pomoci intenzity. Vysetfeme nejprve piisobeni pole na dipdl, o obecnéjsim pripadu
pojedname v nasledujicim paragrafu. Na latku probiranou v tomto a v nasledujicim para-
grafu nebudeme v dalsim textu nikde navazovat. Ctendf¥, kterého tato problematika blize
nezajima, muze proto tuto kapitolu vynechat a prejit k dalsi kapitole.

&

>
A

(o

Obrazek 7

Uvazujme elektricky dip6l o momentu p’ ve vnéjsim, tj. cizim, elektrostatickém poli,
jehoz intenzita je E = E(w, Y, 2). Uhel mezi vektory p a E ozna¢me 9. Nahradme nejprve
dipdl dvojici stejné velikych bodovych ndboju opa¢ného znaménka. Necht naboj (— Q) se
nachézi v bodé A, ndboj @ v bodé B, vektor s pocatecnim bodem v zaporném naboji
a koncovym bodem v kladném naboji ozna¢me s, viz obr. 7. Moment dipélu se zavadi
vztahem p'= @) §. Souradnice bodu podél osy dipdlu, tj. podél primky urcené vektorem 8,
oznacujme ¢. PocCatek této osy zvolme v bodé A a orientujme ji kladné smérem k bodu B,
tedy ¢(A) =0, {(B) = s. Vysledna sila pusobici na oba naboje je

OE(C)  OE(0)
ac TP a0

F=Q(E(B)-EA)=Q
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kde jsme pouzili vétu o stfedni hodnoté, C' je jisty bod na tsecce AB. V limiteé, jestlize se §
zmensuje k nule a () soucasné roste do nekonecna tak, aby se vektor p' neménil, dostaneme
silu ptisobici na dipdl ve tvaru -
- oF
F(A)=p—;
Tento vzorec jesté upravime. Oznacme «, 3, vy thly, které s kartézskymi souradnicovymi
osami x, y, z svira moment p a tudiz i osa dipélu £. Pak plati

(A). (9.1)

OE (aﬁeh: OE dy 85&%)

Por =P\orat "oy or "oz ar )~
= a—Ecos +8—Ecosﬁ+ OF cosvy | =
— P9 P T gy el (9.2)

—pxax Pyay Pza

z
— (§- grad) E.

Posledni vzorec jsme mohli dostat ihned z (9.1) pouzitim vlastnosti, kterd je zfejma z né-
zoru, ze derivace libovolné skaldrni funkce (slozky vektoru) v daném sméru je rovna pru-
métu gradientu do tohoto sméru; odvozeni v (9.2) neni vlastné ni¢im jinym nez dikazem
této vlastnosti. Vzorec (9.1) pro silu pusobici na dipél miuzeme tedy zapsat v ekvivalentnim
tvaru, ktery se ¢asto pouziva [Votruba and Muzikar, 1955],

F = (p-grad) E. (9.3)
Tento vzorec muzeme jesté déle upravit pouzitim identity [Rektorys and spol., 1963]
grad(@-b) = @ x rotb + b x rot @ + (@ - grad)b + (b - grad)a.

Uvazime-li, ze p je konstantni vektor nezavisly na soutadnicich z, y, z a pro elektrostatické
pole plati rot £ = 0, vyplyva odtud jednoduchy vzorec [Stratton, 1961]:

F = grad (ﬁ- E) : (9.4)

Odtud vidime, ze sila (9.4), kterou ptisobi vnéjsi elektrostatické pole na dipdl, je rovnéz
konzervativni, protoze ji lze vyjadrit ve tvaru

F=—gradV, (9.5)

kde V' je potencialni energie dip6lu ve vnéjsim elektrostatickém poli:
V=—pE. (9.6)
Kromé vysledné sily, oznac¢ované téz jako translacni sila [Votruba and Muzikar, 1955],
pusobi na dipdl jesté dvojice sil. Urceme jeji otac¢ivy moment 7. Nahradme opét dipol

dvojici naboju. Otacivy moment vzhledem k pevnému bodu A (sidlu ndboje —@Q) je dan
momentem sily, kterda ptisobi na druhy naboj, tj. vektorovym soucinem

T=5§xQE(B)=px E(B).
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9.1. Piisobeni pole na dipél

V limité pro elementarni dipdl pak dostaneme
T(A) = i x E(A),
c¢ili zkracené bez vypisovani souradnic
T=pxE. (9.7)
Poznamenejme, ze vzorce (9.1), (9.3) a (9.7) plati i v nestaciondrnim elektromagne-

tickém poli, avsak vzorce (9.4) az (9.6) nikoliv, protoze v nestacionarnim poli je obecné
rot £ #0.

Vv,

zde odvozovat nebudeme, zajemce odkazujeme na ucebnice elektfiny a magne-
tismu [Votruba and Muzikar, 1955].

Ulohy

1. Dokazte, ze homogenni pole (E konstantni co do velikosti i sméru) nepusobi na
dip6l zadnou translacni silou, pouze otac¢ivym momentem.

ReSeni: Je-li E konstantni vektor, ze vzorce (9.3) ihned plyne F=0.

2. Predpokladejme, ze se dipél nemtiize posunout z daného mista, ale mize se v tomto
misté libovolné otacet. Vysettete, které z poloh dipdlu vzhledem k vnéjsimu poli
jsou rovnovazné a ktera z nich je stabilni.

ResSeni: Podle (9.6) je potencidlni energie dipélu dana vzorcem

V =—pFEcos?,
kde ¥ je thel mezi momentem dipdélu p a intenzitou E. V rovnovaZném poloze
musi platit 0V /009 = 0, tj. p Esinv = 0. Rovnovazné polohy jsou tedy dvé, jedna
pro ¥ = 0 (moment dipélu méa souhlasny smér se smérem pole) a druha pro J =7
(moment dipélu mé opacny smér nez je smér pole). Poloha ¥ = 0 je stabilni, protoze

v ni nabyva potencialni energie minimalni hodnoty V' = —p E. Poloha v = 7 je
labilni.

3. Na zékladé predchozi dlohy zdivodnéte, pro¢ se magneticka stielka orientuje ve
sméru silocar magnetického pole.

Odpoveéd: V daném misté ma pri této orientaci minimalni potencialni energii.
4. Odvodte vzorec pro interakéni energii dvou elektrickych dipéli o momentech p'a p’,
nachdzejicich se ve vzdalenosti R od sebe [Votruba and Muzikar, 1955].

Reseni: Ze vzorci (9.6), (7.25), (7.26) a (8.16) plyne

, 4 1 p'R
V =p-gradU’' = p- grad (4#50 73 ) =

1 1
- - grad (7" - d’).
T (77
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9.2 Vzajemné pisobeni dvou tuhych téles

Vzajemné plisobeni mezi dvéma télesy, kterd nejsou casticemi, mize mit velmi slozity cha-
rakter. V prvé radé je tfeba si uvédomit, ze jedno téleso nepusobi na téleso druhé jedinou
silou, ale pusobi silami na jednotlivé elementy druhého télesa. V pripadé deformovatel-
ného télesa tyto sily obecné nemohou byt skladany, obecné jejich tcinek nelze dokonce
vyjadrit ani koneénym poctem sil. Omezme se proto pouze na tuhd télesa [Kellogg, 1967].

V' ucebnicich mechaniky se dokazuje, ze uc¢inek vsSech sil ptisobicich na tuhé téleso
lze nahradit jednou silou pusobici v libovolné zvoleném bodé O a silovou dvojici. Tato
sila je vyslednici vSech sil ptisobicich na téleso. Silova dvojice zavisi na poloze bodu O
a jejl moment je vektorovym souctem momentti vsech sil vzhledem k bodu O, které na
téleso pusobi. Jestlize na tuhé téleso ptisobi sily F, v bodech o polohovych vektorech 77
(1=1,2,...,n), pak pro vyslednou silu plati

F= zn: (9.8)

a je-li bod O, v némz predpokladame ptisobeni vysledné sily, poc¢atkem souradnicové
soustavy, dostdvame pro moment silové dvojice vyjadieni

M=Y#xFE, (9.9)

Jestlize sily plisobici na tuhé téleso jsou rozlozeny spojité, sumacni znaménka musi byt
nahrazena integraly.

Obréazek 8

Uvazujme dvé tuha télesa, téleso T zaujimajici oblast prostoru V; a téleso T, za-
ujimajici oblast V5. VysSetiujme gravitacni pritazlivost, kterou téleso Tp ptsobi na té-
leso Ti. Prvnim krokem je opét rozdéleni téles na elementy, soustifedéni hmoty kazdého
elementu do jednoho jeho bodu a vySetfeni pritazlivosti takto vzniklych soustav castic.
Necht AV; oznacuje néjaky element objemu V7, ktery obsahuje bod P o polohovém vektoru
™ = (z1,11,21), a AV4 je néjaky element objemu V5, ktery obsahuje bod ) o polohovém
vektoru 75 = (9, ya, 22), viz obr. 8. Zavedeme-li vektor R=7 — Ty, je R = |1 — 7| vada-
lenost bod P a (). Necht p; a 05 jsou sttedni hodnoty hustot v elementech AV; a AVs.
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9.2. Vzajemné piisobeni dvou tuhych téles

Potom c¢astice v bodé Q v elementu AV, pusobi na c¢astici v bodé P v elementu AV silou,
jejiz x-ova slozka je
— T2
R3 ’
kde R je vzdalenost bodi P a ). Moment této sily vzhledem k poc¢atku méa z-ovou slozku

AF1D = — G oy 0y AV AV =

J— Z J—
AM(lz —G o102 AVI AV, Z/l R3 Lz y1R3y2

AVy AV

=G o100 o2

Tyto slozky, ptisobené dvojicemi ¢astic, musime nyni secist pres vsechny dvojice a pro-
vést limitu, jestlize se prameéry elementt blizi k nule. Dospivame k nasledujicimu vy-
sledku [Kellogg, 1967]:

V souhlase s rozsitenym znénim Newtonova gravitacniho zdkona lze pritazlivost, kterou
tuhé téleso T, pusobi na tuhé téleso 17, vyjadrit pomoci sily

F2) = Ggffvf 0162 Tl_r” dv; dva, (9.10)

kterd pusobi v pocatku soustavy souradnic, a pomoci dvojice sil, jejiz moment je

19 =0 [If [[] s 5% vt v o
i Vo

tuto pritazlivost 1ze ovsem popsat i jakoukoliv jinou ekvivalentni dvojici vektori — sily
a silové dvojice.

Povsimnéme si, ze z téchto vzorct ihned plyne zakon akce a reakce
FeY — F’(IZ)’ MY — _ 32

Vzorce (9.10) a (9.11) predstavuji analytickou formulaci Newtonova gravitacniho zakona
v jeho rozsiteném znéni pro pripad tuhych téles. Jsou to nejobecnéjsi vzorce pro popis
gravitacniho ptsobeni, které v téchto skriptech uvadime.

Nyni bychom méli vysetrit, zdali uvedené tvrzeni o plisobeni mezi dvéma télesy je
ve shodé s Newtonovym gravitaénim zdkonem pro hmotné body [Kellogg, 1967]. Necht
se tedy priamér obou téles zmensuje k nule, pricemz téleso T stéle obsahuje pocatek
souradnic O a téleso Ty stale obsahuje néjaky pevny bod g, jehoz polohovy vektor
oznacime 75y. VySetfeme nejprve moment silové dvojice. Uzitim véty o stfedni hodnoté
integralniho poctu a vlastnosti, ze hustoty nejsou nikdy zdporné, mizeme psat

107 =GR ([ v 1= 65
1 2

kde 71 je polohovy vektor néjakého bodu ve V; a 75’ polohovy vektor néjakého bodu
ve V3, R’ je vzdalenost téchto bodi, my a ms jsou hmotnosti téles. Jakmile se rozméry
téles blizi k nule (postaci dokonce, aby se blizily k nule jen rozmeéry télesa T}), vektor 7’
se blizi k nule a tedy i moment silové dvojice se blizi k nule. Protoze je moment nulovy,
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plyne odtud, Ze silové piisobeni télesa na c¢astici se redukuje na jednu vyslednou silu,
kterd pusobi na tuto ¢astici. Obdobné budeme postupovat pii tpravé vzorce (9.10) pro
silu. Jestlize se télesa stahuji do hmotnych bodi, jeden v pocatku a druhy v bodé @)y, sila
se blizi veli¢iné

ﬁ(12 G — m1 ma,

30

coz souhlasi s Newtonovym zakonem pro hmotné body. Tedy souhlas rozsitené¢ho gravi-
tacniho zakona se zdkonem pro hmotné body je ovéren.

Pohled na Sestirozmérné integraly ve vzorcich (9.10) a (9.11) a pfedstava, ze bychom
takové integraly méli pocitat v uvedené formé, pusobi nepochybné sklicujicim dojmem.
Ukazeme vsak, ze uvedené Sestirozmérné integraly lze prevést na postupny vypocet dvou
trojnych integralii. Kromé toho v fadé tloh vymizi moment silové dvojice nebo jej nepo-
trebujeme pocitat [Kellogg, 1967].

Uvazujme malou ¢ast télesa T} obsazenou v objemu AV] a obsahujici pevny bod Py(710).
Pocitejme silu Aﬁ, kterou na tuto ¢ast pusobi téleso Ts. Tato sila je dana vzorcem (9.10),
v némz je treba integrac¢ni obor V; nahradit oborem AV;. Budeme predpokladat spojité

hustoty a jednoduché oblasti integrace, takze Sestirozmérny integral miuze byt nahrazen
dvojnasobnym vypoctem trojného integralu:

3F =6 [ff o | 20 o

AVq

dvy.

Vnitini integral je pouze funkci 7 a pokud p; neméni znaménko, mize byt tento integral

zapsan pred vnéjsi integral uzitim véty o stfedni hodnoté integralniho poctu:

f:@mm“—“mm@w

AV
:—GJHQQ ~) 4, Am,

kde P'(r}’) je néjaky bod v elementu AV}, R’ je jeho vzdalenost od proménného
bodu Q(73) ve Vo a Am je hmotnost elementu AV;. Vydélime-li nyni tuto silu velici-
nou Am a budeme zmensovat prumeér elementu AV; k nule tak, aby bod P, stéle ztustaval
uvnitt AV;, dospivame k limité

E(Fl)_l1m— ﬂ 02 “0 2o —73) 4y

kde Ry = Py Q. Vektor E(Flo) udava specifickou silu, tj. silu na jednotku hmotnosti,
v bodé P, pusobenou télesem T5. Porovnanim posledniho vzorce se vzorci z paragrafu 7.3
viak zjistime, 7e E (710) je také sila ptisobend télesem T; na jednotkovou Castici v bodé Py
(intenzita v bodé P,). Odtud vidime, Ze pojmy specifické sily a intenzity jsou totozné.
Vyznam specifické sily spoc¢iva v tom, ze umoznuje nalézt silu ptsobici na celé téleso T3
nasobenim specifické sily v bodé P(7)) hustotou g; a integraci pfes objem V;:

- ﬂ o1 E(7) dVA. (9.12)
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9.2. Vzajemné piisobeni dvou tuhych téles

Tim dostavame jiné vyjadreni integralu (9.10). I kdyZ moznost vyjadieni celkové sily
v tomto tvaru jsme mohli ocekavat, uvedeny postup blize ukazal na vazbu mezi posled-
nim vzorcem a vychozim vzorcem (9.10). Obdobné bychom mohli konstruovat vzorec pro
moment silové dvojice (9.11). Odtud je vidét, pro¢ je znalost intenzity pole, jako sily
pusobici na jednotkovou ¢astici, tolik dilezita [Kellogg, 1967].

Zavérem tohoto paragrafu se jesté pokusme o nalezeni jistého potencidlu, kterym by
bylo mozné popsat vzajemné gravitacni ptisobeni dvou tuhych téles. Tvar integrandu ve
vzorci (9.10) ukazuje na to, Ze i zde bude mozné zavést gradient néjaké skaldrni funkce.
Podle analogie se vzorci (8.16) ihned dostédvame

- R 4 (] 4 (]
e () e (7).

kde indexy 1 a 2 u gradienti oznacuji, zdali se derivuje podle souradnic bodi prvniho

nebo druhého télesa. Vzorec (9.10) lze tak vyjadrit napt. ve tvaru

F2 — fof fff 01 02 grad, (;) dV; dVs.
Vi Va

1

Tento zapis svadi k tomu, abychom gradient napsali ihned ptred vsSechny integraly, jak
jsme to délali v paragrafu 8.1. Zatim to vSak provést nemiizeme a to hned ze dvou di-
vodi; jednak v integrandu jesté vystupuje hustota o, ktera rovnéz zavisi na soutradnicich
s indexy 1, a kromé toho se pfes tyto soufadnice integruje, takze grad,; nepredstavuje
typickou derivaci podle parametru. Posledné uvedeny vzorec je zajimavy, ale k dalSim
uvaham se prilis nehodi. Ukézal vsak, v ¢em je problém, zZe totiz je tfeba oddélit skutecné
parametry od proménnych, pres které se integruje.

Obrazek 9

Hustota ¢; v bodé P zavisi pouze na poloze tohoto bodu v télese T, rovnéz gy zavisi
pouze na poloze bodu @ v télese T,. AvSak vzdalenost R bodi P, ) zavisi nejen na
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poloze téchto bodu v prislusnych télesech, ale téz na vzajemné poloze obou téles. Vzajem-
nou polohu téles T a T, muzeme napt. popsat pomoci vzajemné polohy dvou kartézskych
souradnicovych soustav, pevné spojenych s jednotlivymi télesy (obr. 9). Oznacme S; sou-
radnicovou soustavu s poc¢atkem Oy a osami x1, y1, 21, kterd je pevné spojena s télesem 7T,
soustavu Sy s pocatkem O, a osami o, 4o, 2o spojenou s Ty a jesté dalsi soustavu S, refe-
rencni, s pocatkem O a osami X, Y, Z; poznamenejme, ze nékterd oznaceni v obr. 9 se lisi
od obr. 8. Polohové Vektory ﬁgl = (X()l, YE)l, Z()l) a ROQ = (X()Q, ng, ZOQ) udévaji polohu
pocatkl soustav Sy a Sy vzhledem k S. Polohovy vektor bodu P v soustavé S; ozna¢me
™ = (z1,y1,21), polohovy vektor téhoz bodu v soustavé S oznacme R, = (X1, Y1, 7Zy),
tj. ﬁl = ﬁm + 7. Polohové vektory bodu ) v soustavach Sy a S obdobné oznacime
Ty = (T9,Ys,22) a Ry, = (X2, Y5,Y3), kde Ry = Rgy + 7. Mezi soufadnicemi bodu P
v soustavach S a S; musi platit linedrni vztahy, protoze obé soustavy jsou kartézské (jen
navzajem posunuté a otoc¢ené [Rektorys and spol., 1963]):

X1 = Xo1 +an 1+ apy1 + a1z 21,
Y1 = Yo + an 21 + az y1 + ags 21, (9.13)

Zy = Zp1 +az1 v + as Y1 + ass 21,

kde a;; jsou smérové kosiny udéavajici vzdjemnou orientaci os obou soustav
[Rektorys and spol., 1963]. Obdobné vztahy plati pro soufadnice bodu Q:

Xo = Xoa + b11 2 + bia Y2 + bi3 22,
Yo = Yoo + bay 22 + bag Y2 + ba3z 29, (9.14)
Zy = Zpa + bs1 3 + bsa Yo + b3z 29.

Vektor R, urceny pocatecnim bodem () a koncovym bodem P, lze vyjadrit jako
R=FR,—Ry= (X1 — X0, Y1 =Y, Zy — Z5). (9.15)

Jeho velikost je

R= (X, = Xo2 + (Y1 - Y2)2 + (Z) — Zo)2. (9.16)

Zapiseme-li integral (9.10) ve tvaru

F02 — _ Hf Hf 01(7)) 0 (7 R S — B, dv; dv, (9.17)

i W

a dosadime sem za B uZitim vzorci (9.13) az (9.16), po integraci pfes objem V; vymizi
zavislost na z1, y1, 21 a po integraci pres Vo vymizi zavislost na xs, s, 2o. PTi danych
télesech T} a T3 je pak integral (9.17) funkei zbyvajicich velic¢in vystupujicich v (9.13)
a (914), tJ zavisi na parametrech X()l, }/01, Zgl, X()Q, YE)Q, Zog, Aij, biju (’L,j = 1,2,3),
které charakterizuji polohy obou téles (1ze ukazat, Ze z deviti koeficientt a;;, resp. b;; jsou
pouze tii nezavislé a byvaji ¢asto nahrazovany tfemi Eulerovymi thly).

Slozky vektoru R /R®v (9.17) budeme nyni chtit vyjad¥it jako derivace funkce 1/ R podle
nékterych vyse uvedenych parametru. Uzitim (9.16) a prvni z rovnic (9.13) dostédvame

3, (1)_8(1) (9X1__X1—X2.1
0Xo1 \R) 90X, \R) 0Xy1 R3 '
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9.2. Vzajemné piisobeni dvou tuhych téles

Odtud plyne, ze vzorec (9.17) mizeme vyjadfit ve tvaru

F00 =G [[[ [[[ 01(7%) 020 smacy () Vi ava (918)

\%1

kde symbolem grad,, rozumime vektor, jehoz slozky se dostanou derivovanim podle para-
metri Xo, Yo1 a Zo1. Protoze tyto parametry vystupuji v integrandu pouze ve funkci 1/ R,
muzeme prislusné derivovani povazovat za derivovani integralu podle parametru. Jsou-li
splnény potrebné podminky pro zdménu derivace a integralu, mizeme (9.18) vyjadrit ve
tvaru

F12 — _grad,, U2, (9.19)
kde
vir = —c|[[ | ‘91]52 dv; dva. (9.20)
Vi Vo

Skalarni funkce U se obvykle nazjva vzajemnym potencidlem dvou téles. Zavisi obecné
na 12 nezavislych parametrech, které urcuji polohu obou téles, tedy napt. na parametrech
Xot, You, Zo1, Xoz, Y02, Zo2 a po tiech nezdvislych z parametri a;; a b;;. Zopakujme jesté,
jak bylo uvedeno na zacatku paragrafu, ze Fa2) je vysledna gravitacni sila vztazenda k bodu
O1(Xo1, Yo1, Zo1) prvniho télesa, kterou na prvni téleso T} pusobi téleso T3 (prislusny bod
je oznacen jako O; obr. 9, ale na obr. 8 jako O).

Vyjadrovanim momentu silové dvojice pomoci vzajemného potencidlu se zde jiz zabyvat
nebudeme, ale odkazujeme zdjemce napt. na knihy [Dubo$in, 1961, Dubosin, 1975].
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Kapitola 10

Gravitacni a elektrostatické pole
sféricky symetrickych téles

y-.. Jd ST vazZné myslim, ... Ze hlavni oprdvnéni matemati-
kovy existence je v reseni probléma, a Ze tedy skutecnym
jadrem matematiky jsou problémy a jejich resend.‘

(P.R.Halmos [Halmos, 1982])

Drive, nez pristoupime ke studiu obecnych vlastnosti potenciali, vysetiime v kap. 10
a 11 pole specialnich téles. Casto se v uéebnicich postupuje v opacném potadi. Zde vsak
chceme zacit s konkrétnimi priklady, protoze nékteré specialni vysledky mohou byt pou-
zity i v obecné teorii, vlastnosti specidlnich poli rovnéz ilustruji nékteré obecné vlastnosti
a zejména pak uvedené modely nachazeji cetné aplikace ve fyzice, geofyzice a astronomii.
Omezime se prevazné jen na vysetfovani gravitacnich poli prislusnych téles, prenos vy-
sledkti na elektrostaticka pole neni obtizny, viz predchozi kapitolu; misto konstanty (— G)
je tfeba psat 1/(4me), kde € je permitivita prislusného prostredi, v piipadé vakua bude
e=2¢0p=28,854-10"" F/m.

10.1 Intenzita pro sféricky symetrickou (Newtonovu)
kouli

Uvazujme kouli, ve které je hustota o pouze funkci vzdalenosti od stiedu r’, tj. 0 =
o(r"). Tomuto kulové symetrickému télesu se nékdy ¥ika Newtonova koule [Idel’son, 1936].
Specidlnim pripadem je napf. homogenni koule, kterou se zde rovnéz budeme zabyvat.
Newtonova koule je velmi ¢asto pouzivanym modelem ve fyzice, astronomii, geofyzice
a geodézii.

Polomér koule ozna¢me a. Pocitejme gravitacni pole v néjakém bodé P ve vzdalenosti r
od stfedu koule (obr. 10). Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, aby méla pocatek
ve stfedu koule a osa z prochazela bodem P. Oznacme 1, ¢ a ¢ sférické souradnice
elementi koule. Vypocet intenzity gravitacniho pole provedeme ve sférickych souradni-
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Kapitola 10. Gravitacni a elektrostatické pole sféricky symetrickych téles

Z
rz

v
|
!

Obrazek 10

cich [Kellogg, 1967, Neumann, 1887]. Pro element objemu ve sférickych souradnicich plati
znamy vztah

dV = r?sind’ dr’ dv’ dy’ (10.1)
a pro vzdalenost R bodu P a elementu koule plati podle kosinové véty
R*=7r*4+7%—2rr cos?. (10.2)

Vzhledem k symetrii tlohy bude mit intenzita nenulovou pouze radidlni slozku FE,.(P),
kterd pri nasi volbé soufadnic souhlasi se slozkou intenzity E,(P). Kromé toho v bodé P
plati z = r. Uzitim (7.15) dostavdame

E,(P) = E.(P) = — Gﬂf@'z;{f’ av =

a 2

A 12 o3 19/
-G / / / o(r — 1’ cos ) TS dr' A9 dg' =
0 0 0

(r2 + 7172 — 2771’ cos)3/?

——27G [ [/f(ﬁ’) di(j,l) dﬁ’] dr’,
0 0

kde )
0= o(r),
f(0") =r—1r"cos?,
_
9(v") = .

rvr2 4+ 12 —2rr cos

Integraci per partes podle ¥ dostaneme

r—r r4r —|r—1|

a
E.(r)= —QWG/Q; [—1 + dr’. (10.3)
0

lr — 1| T
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10.1. Intenzita pro stéricky symetrickou (Newtonovu) kouli

yraz v hranaté zavorce v integrandu je roven 2r'/r pro r > r' a je nulovy pro r < r'.
Vyraz v hranaté zavorce tegrandu je roven 27’ or > 71" ajenulo or <7

Jestlize bod P lezi vné koule, je r vétsi nez jakékoliv r'. Z posledniho vzorce pak pro

pole vné koule plyne

Ene(T) _ 47T2G / Q(T/) T/2 dT/, (104)

r
0

kde index e oznacuje, ze se jednd o vnéjsi pole (externi). Zavedme do tohoto vzorce
celkovou hmotnost koule M, pro niz zfejmé plati

a 2w a

M = fff odV = ///Q(r’) r?sind dr’ v dy' = 47r/g(7°’) 2 dr. (10.5)
v 000 0
Intenzitu gravitacniho pole vné a na povrch koule lze tedy psat v jednoduchém tvaru

GM

Br(r) = . (r>a) (10.6)

r2
Tento vzorec je stejny jako vzorec pro intenzitu gravitacniho pole hmotného bodu o hmot-
nosti M umisténého v pocatku. Dostali jsme tak znamy vysledek, ze gravitacni pole vné
a na povrchu kulové symetrického télesa je stejné jako gravitacni pole hmotného bodu,
ktery se nachazi ve stfedu koule a v némz je soustiedéna veskera hmota koule. Tento vy-
sledek také napriklad zdtuvodnuje, proc lze pri vypoctech drah planet povazovat planety
i Slunce s dostatecnou presnosti za hmotné body. Na druhé strané ma tento vysledek, tj.
nezavislost vnéjstho pole na konkrétnim tvaru funkce o(r’), velmi neptiznivé disledky pro
feseni nékterych jinych tloh. Naptiklad odtud vyplyvaji velmi pesimistické zavéry o moz-
nosti gravimetrického vyzkumu zemského nitra. Ze vzorce (10.6) plyne, ze kdyby Zemé
byla kulové symetricka, nebylo by mozné zadnym mérenim gravitacniho pole vné Zemé
nebo na jejim povrchu urcit nic vice nez celkovou hmotnost Zemé. Z gravimetrickych dat
nelze tedy urcovat radialni prabéh hustoty v Zemi; bez doplikovych tdaji kazdéa takova
snaha predstavuje nejednoznacnou tlohu, mluvime o nejednoznacnosti interpretace gra-
vimetrickych dat. Pii ur¢ovani priabéhu hustoty s hloubkou se proto vyuzivaji jesté jiné
udaje, zejména seismické a astronomické. Z méreni gravitacniho pole mizeme urcovat
jen odchylky v rozlozeni hmot od kulové symetrie. K nékterym z téchto otazek se jesté
vratime na konci této kapitoly.

Obrazek 11

Je-li bod P vnitinim bodem koule, musime integral v (10.3) rozdélit na dva, prvni pres
interval (0,r) a druhy pres interval (r, a), viz obr. 11. Druhy integral je nulovy, protoze je
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Kapitola 10. Gravitacni a elektrostatické pole sféricky symetrickych téles

r < r"a integrand v (10.3) je nulovy. Odtud plyne vzorec pro intenzitu gravita¢niho pole
ve vnitinim (internim) bodé koule ve tvaru

r

_ 4rnG N Gm(r)
Br(r) = = = 0/@(7’)7” dr' = -T2, (10.7)
kde .
m(r) = 47r/g(r’)7"’2 dr’ (10.8)

0

je hmotnost koule Vj o poloméru r (obr. 11). Tedy ve vnitinim bodé P pfispivaji k in-
tenzité pouze hmoty koule Vi, jejiz povrch prochézi bodem P. Prispévek hmot z kulové
vrstvy Vs, které se nachazeji ve vétsich vzdalenostech od stfedu koule nez bod P, je
nulovy. Konkrétni zavislost intenzity na vzdalenosti r zavisi na tvaru funkce o. Nékolik
konkrétnich specidlnich pripadi budeme vysetfovat az dale.

Ptes nékteré podobnosti pole Newtonovy koule s polem hmotného bodu existuji i za-
sadni rozdily. V misté hmotného bodu je intenzita nekonecnd, kdezto uvnitt Newtonovy
koule je intenzita vsude konecnd, jak hned ukazeme. Oznac¢me g,,,, maximalni hodnotu
hustoty v kouli a predpoklddejme, Ze 9pmq. je konecéné éislo. Z (10.8) pak plyne

m S g 7T7”3 Omazx
a dosazenim do (10.7) dostavame
4
|E7",i<rr)| < gﬂ-GTQma:v- (109)

Intenzita pole je tedy vSude konecna, ve stiedu koule je dokonce nulova. Rozdil od pole
hmotného bodu souvisi s tim, ze v misté hmotného bodu je hustota nekonecné, ale zde
uvazujeme jen konecné hustoty. Dokazeme jesté vice, ze za danych predpokladi je inten-
zita vSude spojita. Spojitost vnéjsiho pole je ziejma ze vzorce (10.6), spojitost na povrchu
r = a z toho, ze vzorce (10.6) a (10.7) zde davaji stejné hodnoty. Pro vnitini pole uvazujme
rozdil

r+Ar
5 / o(r')r? dr’ <

T

3r2Ar+3r(Ar)? + (Ar)3 < (10.10)

r2

Uvedeny rozdil intenzit 1ze udélat libovolné maly, zvolime-li dostatecné malé Ar. To zna-
mena, ze intenzita je spojitda. Poznamenejme, Ze intenzita je spojita i v mistech, kde se
hustota mén{ skokem, tj. na povrchu koule a na piipadnych rozhranich uvniti koule. !

1A% do tohoto mista jsou rukopisné verze a strojopisné verze shodné. Text od tohoto mista az do konce
paragrafu je do strojopisu pfiddn (vloZen). Rukopis pokracuje tam, kde zacind paragraf 10.2, a tilohy jsou
v rukopise az za jeho koncem.
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10.1. Intenzita pro stéricky symetrickou (Newtonovu) kouli

Pro prvni derivace intenzity jiz uvedena vlastnost spojitosti obecné neplati. Ukazeme,
ze prvni derivace intenzity pro Newtonovu kouli jsou nespojité ve vSech mistech, kde je
nespojita hustota, tj. na povrchu koule a na hustotnich rozhranich uvniti koule.

Derivaci intenzity podle privodi¢e r ve vnéjsim bodé dostaneme snadno derivovanim
vzorce (10.6):
dE..(r) 2GM  2E,.(r)
dr B r
Toto je funkce spojita vsude vné koule. Pro derivaci intenzity ve vnitinim bodé koule
plyne z (10.7):

pro r > a. (10.11)

dE.;(r)  2Gm(r) G dm(r)

dar B 2 dr

K vypoctu derivace dm(r)/dr je tieba pouZit vétu o derivovani integralu podle parametru
pti proménnych mezich [Rektorys and spol., 1963, Jarnik, 1955]:

(10.12)

Jsou-li a(r) a B(r) funkce se spojitou derivaci v intervalu (ry, r9) a jsou-li f(r,s) a df/Or
spojité v obrazci r1 < r <o, a(r) < s < §(r), pak plati
B(r) B(r)
d of(r,s , /
 srsyas= [ 0D a5 p ). 10500 — ) Fral)). (1013

dr r
a(r) afr)

Protoze ve funkci m(r), dané vzorcem (10.8), vystupuje proménnd r pouze v horni mezi
integralu, plyne odtud
dm(r)
dr
Dosazenim do (10.12) dostdvame vysledny vzorec
dEr,i (7") 2 Er,i (7")

= —4 . 10.1
ar . TG o(r) (10.15)

=47o(r)r?. (10.14)

Protoze E,; je funkce spojitd (jak jsme vyse dokdzali) a na povrchu koule prechdzi spojité
na E, ., plyne odtud, ze derivace intenzity (10.15) je nespojita pro vsSechna r, pro néz je
nespojita hustota p.

Vzorec (10.15) je specidlnim piipadem tzv. Brunsova vzorce, ktery mé velky vyznam
v teorii tihovych redukei a v teorii tvaru rovnovaznych kapalin [Idel’son, 1936].

Pocitejme jesté divergenci intenzity. V kartézskych souradnicich se divergence vektoru
E = (E,, E,, E.) definuje zndmym vzorcem
- OE, O0F, OF
divE = —"+4 —2 +—.
ox oy 0z

Odvodme nejprve vzorec pro divergenci ve sférickych souradnicich ve specidlnim pripadé,
kdy E vytvari centralni pole, jako je tomu v nasem pripadé. Je-li

(10.16)

—

E(7) = B, (r)-, (10.17)
T
kde 7= (z,y, z) je polohovy vektor, zfejmé plati
x y z
E:B:ET ™ =E, ) Ez:Er -
M2, B =B )’
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Kapitola 10. Gravitacni a elektrostatické pole sféricky symetrickych téles

Protoze je r = /a? + y? + 22, plyne odtud Or/dz = x/r a tedy

OE, O0E.(r) or z 0 (x
e _— E | — =
dx or oxr | T(T)ax (r)
_OE.(r) 2*  E.(r) x?
T or 2 + r 1= r2 )’

Obdobné lze vyjadrit i dalsi dva ¢leny ve vyrazu pro divergenci. Sec¢tenim pak dostaneme
vzorec pro divergenci centralniho pole ve zndmém tvaru

. dE(r) 2E
div B = 420 25:(0)

10.18
dr T ( )

Dosadime-li sem vzorce (10.11) a (10.15) pro derivace intenzity Newtonovy koule, do-
stavame pro vnéjsi pole
divE =0 (10.19)
a pro vnitini pole

divE = —4nGo, (10.20)

kde ¢ je hustota v tom misté, ve kterém urcujeme divergenci. Uzitim Gaussovy véty
integralniho poc¢tu dostavame z poslednich dvou rovnic Gaussiv zakon:

f E,dS=—47G M, (10.21)
S

kde S je libovolnd uzaviend plocha, E, je slozka intenzity ve sméru vnéjsi normaly
k plose S a M je celkova hmota uzaviena plochou S. V kap. 12 ukézeme, ze vzorce (10.19)
az (10.21), zde odvozené jen pro Newtonovu kouli, maji mnohem obecnéjsi platnost.

Ulohy

1. Vyjdéte z platnosti Gaussova zdkona (10.21) a ukazte, Ze z néj ihned plynou
vzorce (10.6) a (10.7) pro intenzitu gravitaéniho pole Newtonovy koule.

2. Tentokrat za vychozi rovnice zvolte diferencidlni rovnice (10.19) a (10.20). Odvodte
z nich vzorce pro intenzitu gravitacniho pole Newtonovy koule (10.6) a (10.7).

Reseni: Nejprve fesme rovnici pro vnéjsi pole. Vzhledem k symetrii tlohy vede
rovnice (10.19) na oby¢ejnou homogenni diferencidlni rovnici (index r pro oznaceni
radidlni slozky vynechévame):

dE(r) N 2E(r)

=0. 10.22
dr r ( )

Toto je Eulerova diferencidlni rovnice, kterou lze substituci r = €' prevést na rovnici
s konstantnimi koeficienty a tu snadno vytesit. Vyjde

By =< (10.23)

r2’
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10.1. Intenzita pro stéricky symetrickou (Newtonovu) kouli

kde C' je néjakd konstanta. Pro vnitini pole mame nehomogenni rovnici

dE(r) 2E(r)
dr * r

=—47Go(r). (10.24)

Jeji obecné feseni je souc¢tem partikuldrniho TeSeni této rovnice a obecného teseni
homogenni rovnice (10.22). Partikularni feseni ur¢ime metodou variace konstant,
tj. v FeSeni (10.23) homogenni rovnice zaménime konstantu C' funkci C(r). Dosaze-
nim do (10.24) dostavame rovnici

dC(r)

3 = — 47 Gr?o(r),

jejiz feseni, az na aditivni konstantu, lze zapsat ve tvaru
T

C(r) = —47TG/7“/2 o(r') dr'.
0

Obecné Teseni rovnice (10.24) ma tedy tvar

T

ArG [, n o, D
E(r)=— /7“2 o(r') dr' + x (10.25)

72
0

kde D je néjaka konstanta. Protoze ve stfedu koule (r = 0) je intenzita nulova
(z dtivodui symetrie tilohy ), musime polozit D = 0 a tim dostdvame vzorec pro vnitini
pole (10.7). Zbyva urcit konstantu C' ve vzorci (10.23) pro vnéjsi pole; pouzijeme
pozadavku, aby na povrchu koule byla intenzita spojita.

. Vyjadreni intenzity vnitiniho pole pomoci stfedni hustoty [Idel’son, 1936].
Misto m(r) je mozné zavést stfedni hustotu v kouli o poloméru r. Oznacéime-li ji
jako D(r), 1ze ji zfejmé definovat vztahem

4
m(r) = §7TT3 D(r). (10.26)
Vyjadrete intenzitu vnitintho pole pomoci D(r).
Odpoved: A
E,.i(r) = —gﬂ'GT’D(T). (10.27)

)

. Tisseranduv parametr [Idel’son, 1936]. Funkce D(r), zavedend v (10.26), ma velky
vyznam v teorii tvaru Zemé a jinych nebeskych téles. Vyraz r D'/ D se nazyva Tis-
serandiiv parametr. V jakych mezich mohou lezet hodnoty tohoto parametru pti
libovolném rozlozeni hustoty uvniti Newtonovy koule a specialné v pripadé kapalné
Newtonovy koule?

Reseni: Porovnanim (10.8) a (10.26) dostavame
7 D(r) = S/Q(r') 2 dr’.
0
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Kapitola 10. Gravitacni a elektrostatické pole sféricky symetrickych téles

50

Derivovanim podle r odtud plyne
312 D(r) +r3D'(r) = 3 o(r)r?,

neboli
D" 3o 5
r—=— —3.
D D

Protoze hustota miize nabyvat nejmensi hodnoty nulové, plyne odtud minimélni

/ v/ v / . Iad

hodnota 7“% = —3. Naopak v pripadé¢ kulové slupky, viz nize, roste hustota o

v misté slupky nade vSechny meze a pritom D zustava omezené. V tomto pripadé
7’ 7’ Vé / Ve . . Y 7’ e

dostavame horni mez r % = 400. Jedna-li se o kapalinu v ustaleném stavu, nesmi

hustota smérem od stfedu koule riist, jinak by nastala nestabilni situace a hustsi
kapalina by klesla smérem ke stfedu a vytlacila tidsi kapalinu. Mezni ptipad, kdy

je kapalina jesté stabilni, je pripad homogenni kapaliny. V tomto pripadé je o = D
ar % = 0. V pripadé kapalné Newtonovy koule lezi tedy hodnota Tisserandova

parametru v intervalu (—3,0).

. Odvodte, ze Brunsuv vzorec (10.15) pro vnitini pole lze vyjadiit ve

tvaru [Idel’son, 1936]

dE, 2
dr(r) = —4rG {g(r) -3 D(r)} , (10.28)
kde D bylo zavedeno v (10.26). Zavedeme-li gravitacni zrychleni g kladné ve sméru
ke sttedu Zemé, g = —FE,., lze tento vzorec zapsat ve tvaru
dg(r) 2
=4 — =D . 10.2
P —4n G o)~ 5 D) (10.29

Navod: Vzorec (10.27) dosadte do vyrazu na pravé strané (10.15).

. Saigeyho teorém [Idel’son, 1936, Pick et al., 1973]. Gravitac¢ni zrychleni ptusobené

Zemi neni nejvétsi na zemském povrchu, ale v jisté hloubce pod povrchem. Tento
zavér odvodil Saigey (¢ti: seze). Dokazte toto tvrzeni, jestlize vite, ze stfedni hustota
Zemé je 5,52 g/cm? a hustota na povrchu Zemé je asi 2,7 g/cm3.

Reseni: Ve stfedu Zemé je 0(0) = D(0) a z (10.29) plyne d‘é—io) = 37 Go(0) > 0.
V blizkosti stfedu Zemé tedy gravitacni zrychleni roste pii vzdalovani od stredu.
U zemského povrchu naopak klesa se vzdalenosti od stredu, nebof o = 2,7, ale
% D = 3,68. Derivace dg/dr musi byt tedy nulova nékde pod povrchem a tam nabyva
g maxima. Abychom urcili misto, kde k tomu dochézi, museli bychom znat zakon,
jakym se méni hustota uvniti Zemé. Znamé hustotni modely Zemé davajl ¢me: =
10,68 m/s? na hranici zemského plasté a jadra v hloubce 2900 km [Jacobs, 1975].

. Fayeova redukce. Abychom mohli hodnoty gravita¢niho zrychleni urcené v rtiznych

mistech na zemském povrchu mezi sebou porovnavat, musime je prepoéitat (reduko-
vat) na jednu hladinu, obvykle hladinu more. Poznamenejme, ze s velmi obdobnou
situaci se setkdvame v meteorologii pri prepoctech tlaku vzduchu na hladinu mote.



10.1. Intenzita pro stéricky symetrickou (Newtonovu) kouli

Nejjednodussi redukei pro prepocet gravitacniho zrychleni je tzv. redukce ve volném
vzduchu, neboli redukce Fayeova, ktera je zalozena na predpokladu, ze mezi hladi-
nou more a pozorovatelem v nadmorské vysce h neexistuji zddné hmoty (obr. 12).
Odvodte, Ze mezi gravitacnim zrychlenim na hladiné mote g, a gravitacnim zrych-

Obrazek 12

lenim g, v nadmotské vysce h plati priblizné vzorec

9o = gn + Agr, (10.30)
kde 5
Agp = % h (10.31)

se nazyva Feyovou redukci, a je polomér Zemé. Protoze (10.31) predstavuje jen
opravny ¢len, mizeme v ném misto neznamé hodnoty gy dosadit néjakou stredni
(norméln{) hodnotu na hladiné mote, napft. go = 9,81 m/s?. Ukazte, Ze pak pfiblizné
plati

Agr = 3,08 h,

kde Agr je uddno v um/s? a vyska h v metrech. Poznamenejme, Ze v gravimetrii
nemérime samotné gravitacni zrychleni, ale tzv. tthové zrychleni, coz je vyslednice
gravitacniho zrychleni a odstredivého zrychleni, ptisobeného rotaci Zemé. Protoze
vSak odstredivé zrychleni tvori nejvyse jen asi 1/300 gravitac¢niho zrychleni, muzeme
uvedené vzorce pro Agr pouzivat i pro tihové zrychleni. Presnéjsi vzorce pro Faye-
ovu redukci tthovych méreni, uvazujici odstredivé zrychleni a zplosténi Zemé, jsou
uvedeny napt. v [Pick et al., 1973].

Reseni: Pro vndjsi pole sféricky symetrického télesa plati:

oM
9o = a2

GM GM . h
I = ath)? - @ 4hjap D (1_2a>'

Odtud plyne (10.30) a (10.31). Vzorec (10.31) rovnéz ihned plyne ze vzorcua (10.18)
a (10.19).
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8. Elektrické pole v atomu vodiku [Purcell, 1965]. Neutralni atom vodiku v normalnim
stavu se v jistém smyslu chova jako soustava naboji, skladajici se z bodového naboje
velikosti 4-¢, obklopeného prostorové rozlozenym zapornym nabojem, jehoz hustota
je dana vyrazem o(r) = Cexp(—2r/ag). Zde ay oznacuje Bohruv polomér, rovny
5,292 - 107" m, a C je konstanta, jejiz hodnota se bere tak, aby celkovy zdporny
naboj byl presné roven e. Cemu se rovna celkovy elektricky naboj uvniti koule
o poloméru a,? Jaka je intenzita elektrického pole v této vzdalenosti od jadra?

Odpoveéd:
C=e/(rad).
Celkovy naboj v kouli o poloméru aq je kladny o velikosti ¢ = 5e/é? = 0, 68¢, kde
€ = 2,718 je zaklad ptirozenych logaritmii. Intenzita v této vzdalenosti je
L q
dmey a3

kde jsme pouzili ¢g = 8,854 - 1072 F/m, e = 1,602 - 10712 C.

E= =2,7-10" V/m,

10.2 Potencial pro Newtonovu kouli

Pristupme k vypoctu gravitacniho potencialu Newtonovy koule. Uvidime, Ze tento vypocet
je podstatné jednodussi nez vypocet intenzity. Z obecného vzorce (8.10) a vzorcu (10.1)
a (10.2) dostavame pro potencidl vyjadreni

P far-

a7r27r

:_G/// Qr,2sjn19/ d/rJ d/&/ dSO/:
744 V2412 — 271 cos

. . (10.32)
:—27rG/@7“'[WQJFTQ_QWCOW dr' =
0 r 9'=0
217G |

= — /gr’(r—i—r’—|r—r’|)dr'.
T
0

Jestlize se bod P nachdzi vné koule, je |r — 1’| = r — 7’ a pro potencidl dostdvame

vy = - M (10.33)

r

Posledni vyraz je také potencidl hmotného bodu, ktery se nachazi ve stredu koule a v némz
je soustfedéna veskera hmota koule. Je-li pod P vnitfnim bodem koule, musime integraci
v (10.32) rozdélit na dvé ¢asti: pro r’ v intervalu (0,7) je |r —r'| = r —r" a v intervalu
(r,a) je |r —r'| = —(r — ). Vzorec pro vnitini potencidl ma tedy tvar

2 G
m /QQT’er —{—/2er dr]:

———47TG/ Nt dr' (0<r <a),

Ul<7") =

(10.34)
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kde m je hmotnost koule o poloméru r, viz (10.8).

Lze se presvédcit, ze radidlni slozky intenzity (10.6) a (10.7) lze dostat jako zédporné
vzaté derivace prislusnych potencialu (10.33) a (10.34) podle r; pro vnéjsi pole je dikaz
elementarni, pro vnitini pole dostavame derivovanim (10.34) vzorec

dv;  Gm G dm i

dr r

K vypoctu derivaci ve druhém a tfetim ¢lenu na pravé strané tohoto vyrazu je tieba pouzit
vétu o derivovani integrdlu podle parametru pii proménnych mezich?, viz vzorce (10.13)
a (10.14). Dostaneme tak

v, G G G
_ ?471'Q(7“)7’2—|—47TGQ(7“)7’ =27 = —E.;.

- =5

Gravitacni pole Newtonovy koule miizeme tedy popsat pomoci potencialu U, daného
vzorci (10.33) a (10.34), pro intenzitu pak plati E = —grad U. Kdybychom méli napied
zaruceno, ze intenzitu lze v tomto pripadé vyjadrit jako zaporné vzaty gradient prislus-
ného Newtonova potencialu, mohli jsme odvozovani intenzity v predchazejicim paragrafu
vynechat. Stacilo by pocitat jen prislusny integral pro Newtoniiv potencial, ktery toto pole
plné popisuje; poznamenejme, ze takto se postupuje ve vétsiné ucebnic. Ptislusna obecné
véta, zajistujici moznost vypoctu intenzity z Newtonova potencialu, bude s prislusnymi
predpoklady sice uvedena az v kap. 12, ale nic nebranilo, abychom ji zatim pouzili bez
ditkazu. Dtivod, pro¢ jsme tak neucinili a odvozovali nezavisle vzorce pro intenzitu a pro
potencial, spocival v tom, zZe jsme chtéli porovnat slozitost obou postupti. Ukazalo se, ze
z matematického hlediska je v tomto pripadé jednodussi pocitat potencidl nez intenzitu.
Protoze vSak (na rozdil od nékterych jinych autort) za zékladni vzorce popisujici prislusné
fyzikalni zakony povazujeme vzorce pro intenzitu, a nikoliv vzorce pro potencial, zacali
jsme vysetfovani pole Newtonovy koule odvozovanim vzorct pro intenzitu.

Zapisme jesté vzorce pro divergenci intenzity pomoci potencidlu. Protoze divergence
gradientu dava Laplacetv operator A,

div E = div(— grad U) = —AU,
pro potencidl vné Newtonovy koule z rovnice (10.19) vyplyva Laplaceova rovnice
AU = 0. (10.35)
Pro vnitini potencial dostavame z (10.20) rovnici Poissonovu
AU =47G p. (10.36)
Poznamenejme, ze Poissonova rovnice pro Newtonovu kouli plati v mistech, kde je hustota

spojitd; plyne to z véty o derivovani integralu podle parametru, uvedené v predchozim
paragrafu.

20d tohoto mista az do konce tohoto paragrafu se rukopis a strojopis lisi. Oba texty se opét shoduji
pocinaje nasledujicim paragrafem.
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Jestlize néjaka funkce ma spojité derivace az do druhého fadu a spliuje Laplaceovu
rovnici, nazyvame ji funkci harmonickou. Gravitacni potencial vné Newtonovy koule je
tedy harmonickou funkeci.

V dalsim textu, zejména pak v kap. 12, uvidime, zZe odvozené vlastnosti a mnohé vzorce
maji mnohem obecnéjsi platnost, nez jen pro Newtonovu kouli. V ptripadé objemového po-
tencidlu tim mame na mysli zejména spojitost potencialu a jeho prvnich derivaci v celém
prostoru, nespojitost nékterych druhych derivaci potencialu v mistech nespojitosti hus-
toty, platnost Laplaceovy rovnice pro vnéjsi pole a Poissonovy rovnice pro vnitini pole.
Samoziejmé uvedené vlastnosti neplati naprosto univerzalné, ale pti splnéni jistych, ale
dosti obecnych predpokladii.

Vzorce odvozené v tomto a v predchozim paragrafu nachéazeji cetné aplikace pri studiu
gravitacniho pole a tvaru Zemé a v gravimetrickém prizkumu. Nékterych z téchto otazek si
jesté vsimneme na konci této kapitoly. Diive vSak odvodme vzorce pro nékteré specialni
pripady zavislosti hustoty na vzdalenosti od stfedu koule. Protoze vnéjsi pole bude ve
vsech pripadech popsano stejnymi vzorci, které byly odvozeny vyse, nebudeme tyto vzorce
opakovat a budeme v nésledujicich tfech paragrafech vysettovat pouze vnitini pole.

10.3 Homogenni koule

Je-li koule homogenni, tj. ¢ = konst., pro intenzitu gravitacniho pole uvniti koule dosté-
vame z (10.7) vzorec

B=- G’:;(r) —_— §7r Gor. (10.37)
Pole uvniti homogenni koule je centralni a ma velmi zajimavou vlastnost, jeho intenzita
totiz roste linearné od stfedu koule. S takovouto zavislosti sily na vzdalenosti se setkavame
u harmonického oscilatoru (pruzina, malé kmity matematického kyvadla aj.). Gravitac¢ni
pole uvniti homogenni koule pusobi tedy jako kvasielasticka sila [Idel’son, 1936]. Kdyby
se mohl néjaky hmotny bod uvniti homogenni koule pohybovat (viz piiklad 2 uvedeny

nize), mohli bychom jeho pohyb popsat uzitim teorie harmonického oscilatoru.

Vzorec (10.34) pro vnitini potencial nabyvéa v piipadé homogenni koule tvaru

7’2

Ui(r) = =27 G o(a* — g) (10.38)
Pribéh gravitacniho potencidlu a intenzity pro homogenni kouli je znazornén na obr. 13,
viz [Kittel et al., 1965]. Mezi potencidly ve stfedu a na povrchu koule plati podle (10.38)
vztah U(0) = 2U(a).
Vsimnéme si néasledujici dilezité vlastnosti [Idel’son, 1936]. Vnéjsi potencidl homogenni
koule, v disledku (10.33), je vyjadfen lomenou a pfitom iraciondlni funkei souradnic

GM
VEr T

avsak uvnitf homogenni koule je potencidl U kvadratickym polynomem souradnic,
viz (10.38). Potencial homogenni koule je tedy prikladem funkce, kterd zustava spojita

U(JT,y,Z) = -
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.

V-s'

Obrazek 13

pri prechodu pres hranici hmot, ale méni sviij analyticky charakter, v tomto pripadé se
z kvadratického polynomu méni na lomenou iracionalni funkci. Tato vlastnost se zacho-
vava i v obecnéjsich pripadech. Napriklad v nasledujicim dilu skript ukazeme, Ze potencial
uvnitt homogenniho elipsoidu je kvadratickou funkci souradnic,

U(x,y,2) =Go(K + Ax* + By* + C 2?),

kde K, A, B, C jsou konstanty, zavislé pouze na pomeéru poloos; naproti tomu potencial
vné homogenniho elipsoidu je transcendentni funkei souradnic. Uvedend vlastnost se tedy
u homogenniho elipsoidu projevuje dokonce jesté vyraznéji nez u homogenni koule.

A

Y %

0
Obrazek 14

S uvedenou vlastnosti souvisi otdzka analytického prodlouzeni potencialu z vnéjsi ob-
lasti do oblasti vnitini. Tuto otazku postavil Poincaré do tésné souvislosti s teorii tithovych
redukei [Idel’son, 1936]. Objasnéme, co zde rozumime analytickym prodlouzenim. Necht
se bod P nachdzi v malé hloubce h pod povrchem homogenni koule o poloméru a (obr. 14),
takze pro pruvodic¢ tohoto bodu plati r = a — h. Potencidl v tomto bodé je podle (10.38)
roven

2
U(P) :—QWGQa2+§7TGQ(a—h)2. (10.39)
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Vypocitejme nyni potencial v tomto bodé uzitim vzorce (10.33), tj. jakoby bod P byl
bodem vnéjsim. Jinymi slovy, prodluzme vnéjsi potencial do hloubky A pod povrch pri
zachovani jeho analytickych vlastnosti. Oznacime li prodlouzeny potencial znakem U’,
v bodé P plati ,
, GM 4 a

U(P)=— . ——gﬂGga_h.
Nyni nés zajimé rozdil obou potencidli. Predpoklddejme, Ze h < a. Rozlozme (10.40)
uzitim nésledujiciho rozvoje v mocnindch malé veli¢iny u = h/a:

(10.40)

=1+u+u+..
1—u

Po jednoduchych tpravach a zanedbani malych ¢lenti vyssiho fadu dostavame
U(P)—-U'(P)=271Goh® (10.41)

Pro piislusna gravitacni zrychleni g a ¢/, brand kladné smérem ke stiedu koule, odtud
plyne

g(P)—¢(P)=—4nGoh. (10.42)
Skutecné gravitacni zrychleni v bodé pod povrchem je tedy mensi priblizné o hodnotu
41 G oh nez hodnota, kterou dostaneme prodlouzenim vnéjsiho pole do stejného bodu;
viz zménu v pribéhu intenzity na povrchu koule v obr. 13. Vzorce (10.41) a (10.42) odvodil
prvné Poincaré. Ze vzorce (10.42) plyne, ze derivace dg/dh pro vnitini a vnéjsi pole se lisi

ptiblizné o hodnotu — 4 7 G o, coz bylo mozné ocekavat také jiz na zakladé vzorci (10.11)
a (10.15).

Vlastni gravitaéni energii homogenni koule dostaneme ze vzorcu (8.30) a (10.38):

2
= —WGQQ/// <a2 — 7‘3) r?sind dr’ o dy’ = (10.43)
0

kde M je hmotnost koule.

PiSeme-li v uvedenych vzorcich 1/(4mep) misto konstanty (— G) a ndboj @ misto M,
dostaneme vyrazy pro elektrostatické pole homogenni koule (predpoklddame, ze se jedna
o rozlozeni prostorového naboje ve vakuu s permitivitou eg). Z (10.43) tak dostaneme
vlastni elektrostatickou energii rovnomérné nabité koule ve tvaru

1 3Q?
Admey b a

W, = (10.44)

Abychom mohli vypocitat vlastni elektrostatickou energii elektronu, je tfeba znat jeho
polomér [Kittel et al., 1965]. ProtoZze obecna teorie elektronu neexistuje, muzeme postu-
povat opacné, urcit jeho polomér na zakladé energie. Celkovou energii elektronu mizeme
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uré¢it pomoci Einsteinova vztahu E = mc?, kde m je hmotnost a ¢ je rychlost svétla.
Kdyby veskera energie elektronu byla elektrostatickou energii homogenni koule, platilo by

,_ 1 3e

kde m, je hmotnost a e naboj elektronu. Z tohoto vzorce by bylo mozné urcit polo-
mér elektronu a. Avsak stavba elektronu neni znama. Model ve formé homogenni koule
neni mozné povazovat za plné vyhovujici, protoze neni jasné, ¢im se drzi naboj elektronu
pohromadé. Pro¢ se elektron nerozleti pod vlivem coulombovského odpuzovani jednotli-
vych elementi tohoto naboje? V soucasné dobé neexistuje teorie, ktera by objasnovala
stavbu elektronu. Protoze nemame presné udaje o stavbé elektronu, je pouziti koefici-
entu 3/5 v poslednim vzorci velice problematické, proto jej vynechdme. Pouzijeme-li ¢i-
selnych hodnot gg = 8,854 - 10712 Fm™!, e = 1,602 - 107 C, m, = 9,110 - 1073! kg,
c=2,998-10% ms™!, viz [Broz et al., 1980], dostdvdme pak jakysi polomér
1 e?

= =2.82-107" m.
“ 47 ey me c? ’ o

Tato veli¢ina se nazyva klasickym polomérem elektronu. Ma néjaky vztah k elektronu, ale
nevime presné jaky. Nicméné se tato délka nazyva charakteristickou délkou.

Ulohy

1. Odhad hmotnosti Galaxie. Uvazujte Galaxii jako kouli s rovnomérnym rozloze-
nim hmoty. Slunce obiha kolem stredu Galaxie ve vzdalenosti 10,0 4 0,8 kilo-
parsekt (1 parsek = 3,086 - 10'® m) rychlosti pfiblizné 250 km/s [Allen, 1973,
Broz et al., 1980].

(a) Urcete obéznou dobu Slunce kolem stfedu Galaxie, zvanou galakticky rok.

(b) Uréete hmotnost ¢asti Galaxie uvnitt koule, jejiz stied se nachdzi ve stredu
Galaxie a povrch prochazi Sluncem.

Odpoveédi:

(a) Asi 250 milioni let. Je zajimavé, ze se tato doba zhruba rovna periodé nékterych
geologickych cykli na Zemi. Nékteri autori to nepovazuji za nahodu, ale hledaji
v tom hlubsi souvislosti.

(b) Na kruhové dréaze se odstredivé zrychleni rovna pritazlivému zrychleni, tedy

v GM

r 72

, (10.45)

kde v je rychlost obézného pohybu, r polomér drahy, M hmotnost ¢asti Galaxie.
Odtud M = 2,9-10*" kg = 1,5 - 10" M@, kde Mg =2 10%° kg je hmot-
nost Slunce. Celkovd hmotnost Galaxie se udava 1,4 - 1011M© [Allen, 1973,

Broz et al., 1980]. Vzacnéd shoda nasi hodnoty s hodnotou skuteénou je trochu
nahodna, vznikla kompenzaci dvou efektii, které jsme neuvazovali: zplosténi
Galaxie a hmoty vné sluneéni drahy.
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2. Pohyby uvniti galaxii [Kittel et al., 1965]. Uvazujme opét model galaxie ve tvaru
koule s rovnomérnym rozlozenim hvézd, charakterizovanym hustotou po. Uvazujme
pohyby hvézd jen uvnitt galaxie.

(a) Jaka sila ptsobi ve vzdélenosti r od stredu galaxie?

(b) Jaka je obézné rychlost hvézdy, obihajici kolem stiedu galaxie po kruhové
draze?

(c) Jaka je perioda obéhu po kruhové draze? Plati zde treti Kepleruv zédkon?
Odpoveédi:

(a) Intenzitu gravitacniho pole udava vzorec (10.37).

(b) Rychlost v zavisi linedrné na poloméru dréhy r, v = r\/%.

(¢) Perioda T' = /37/(G o) je pro vsechny kruhové drahy stejnd, nezavisla na
poloméru drahy r. Treti Keplertiv zadkon zde proto neplati. Nezavislost T na
r bylo mozné téz ocekavat na zakladé teorie harmonického oscilatoru; perioda
malych kmitti matematického kyvadla nezavisi na velikosti vychylky. Ve sku-
tecné galaxii obihaji hvézdy blize ke strfedu rychleji, protoze ke stredu galaxie
jsou hmoty vice zkoncentrovany.

3. Prubéh tlaku v homogenni Zemi [Kittel et al., 1965]. UvaZujte homogenni kouli
o hustoté p a poloméru a, ktera je v hydrostatické rovnovaze.

(a) Urcete prubéh tlaku, pusobeného vlastni gravitaci, v zavislosti na vzdélenosti r
od stredu koule.

(b) Urcete velikost tlaku ve stfedu takové koule, kterd ma polomér rovny stfednimu
poloméru Zemé a = 6371 km a hustotu rovnou stfedni hustoté Zemé p =
5,52 g/cm3.

ResSeni:
(a) Prirtstek tlaku dp pri zvétseni hloubky o dh je ddn zndmym vzorcem

dp = pgdh,

kde g = |E,;(r)| je zrychleni, r je vzdalenost od stfedu Zemé, dh = —dr.
Bereme-li tlak kladné ve sméru ke stredu Zemé, je

ro4 2
p(r) :—/QgﬁGQTdTZEWGQ2<CL2—T2).

(b) 1,7 - 10° MPa. Ve skutetnosti je ve stfedu Zemé tlak vétsi, 3,6 - 10° MPa,
v dusledku rustu hustoty smérem ke stfedu Zemé [Jacobs, 1975].
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4. Urcete vlastni gravitacni energii Slunce, které povazujte za homogenni kouli s hmot-
nost{ pfiblizné 2 - 10%° kg a polomérem 700 000 km [Kittel et al., 1965].

Odpovéd: W = —2-10% J. Je to obrovské energie. V této souvislosti si lze uéinit
predstavu o tom, jak obrovska energie se uvolni, az se Slunce na konci svého vy-
voje zméni na bilého trpaslika, ktery bude mit polomér mensi nez 1/10 soucasného
polomeéru [Kittel et al., 1965].

5. Pocatecni teplo Zemeé.
(a) UrcCete vlastn{ gravitacn{ energii Zemg, jejiz hmotnost je 5,97-10%* kg a st¥edn{
polomér 6371 km.

(b) Predpoklddejme, ze Zemé vznikla gravitacni koncentraci chladnych ¢éstic, pi-
vodné rozptylenych ve velkych vzdélenostech od sebe. Dale predpokladejme,
ze tato koncentrace probéhla rychle (bez ztrat energie na zareni). Je uvolnéna
gravita¢ni energie dostatetnd k tomu, aby se celd Zemé roztavila [Chen, 1974]7
Pro jednoduchost volte mérné teplo v Zemi konstantni a rovné mérnému teplu
hornin 0,8 Jg=' K~ [Goguel, 1976] (pro vodu je 4,2 Jg=' K1).

Odpoveédi:

(a) W=—-2-10%7J.
(b) Zvyseni teploty asi o 47000 K, tedy celd Zemé by se roztavila.

6. Pocitejte obdobnou tlohu jako v predchozim prikladu pro Mésic, ktery mé polomeér
1736 km a hmotnost 81,3 krat mensi, nez je hmotnost Zemé.

Odpoveédi:
(a) W=—1-10% J.

(b) Zvyseni teploty asi o 2100 K, coz by teoreticky mohlo stacit na roztaveni celého
Meésice. Skutecné zvyseni teploty bude ziejmé podstatné mensi v dusledku
vyzarovani a v dusledku toho, ze castice nepadaji z nekonec¢na. Podrobnéjsi
rozbory vsak ukazuji, Ze presto ve svrchnich vrstvach Mésice doslo k ohrevu
na teploty vétsi nez je bod téni kfemicitant [Horedt, 1980].

7. Zdroje energie hvézd. Solarni konstanta, tj. tok energie plochou kolmou ke slune¢nim
paprskim ve vzdalenosti Zemé, ¢inf 1326 W/m? [Broz et al., 1980).

(a) Vypoctéte celkovy vykon vyzarovany Sluncem, je-li stfedni vzdalenost Slunce
a Zemé& (1 AU) rovna 149,598 - 10° km.

(b) Na jak dlouho by pri takovém vykonu stacila celkova gravitacni energie Slunce?
Miuze byt gravitacni energie hlavnim zdrojem energie Slunce?

Odpoveédi:
(a) 3,7-10% kW
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(b) 2 - 107 let, coz je malo ve srovndni se stdffm Slunce 5 - 10° let, mo-
hutnéjsim zdrojem energie zafeni Slunce je energie jaderna, nikoliv gravi-
tacni [Kittel et al., 1965].

Zdroj vnitini energie Jupitera. V infracervené oblasti spektra vyzatuje planeta Jupi-
ter ze svého povrchu asi 14 W/m?, coZ je zhruba dvojndsobek toku energie, ktera je
slunecniho pivodu (uvadi se pomér 1,9 — 2,5, viz [Gehrels, 1976]). Jupiter tedy musi
mit néjaky vnitini zdroj tepla. Predpokladejme, zZe toto teplo vznika z gravitacni
energie v disledku smrstovani Jupitera. Jakou rychlosti by se musel Jupiter smrsto-
vat, aby se uvoliioval tepelny tok zhruba 7 W/m?? Povazujte Jupiter za homogenni
kouli o hmotnosti 1,9 - 10*” kg a poloméru 69 800 km.

Odpovéd: 0,5mm/rok. Potiebné smrstovani je tak pomalé, Ze tento mechanis-
mus ziskavani tepla z vnitini gravitacni energie miizeme povazovat za zcela pri-
jatelny. Presnéjsi teorie samoziejmé uvazuji hustotu zavislou na hloubce i jiné jevy,
viz [Gehrels, 1976]. Poznamenejme, ze obdobné vyzarovani bylo zjisténo i u dal-
sich obrich planet (Saturn, Uran, Neptun), ovSem potiebnd rychlost kontrakce by
byla vétsi nez v pripadé Jupitera, takze se hledaji jina vysvétleni; napt. u Saturnu
vystupovani vodiku z centralnich c¢asti planety k povrchu a naopak klesani helia.

. Kulovy blesk. Jednd se o dosti ojedinély jev, ktery dosud neumime ani teoreticky

vysvétlit, ani experimentalné pripravit. Dokonce se i pozorovani c¢asto neshoduji,
odhady nékterych parametra se lisi az o nékolik rada. Zda se, Ze nejsou v rozporu
s pozorovanimi tyto mozné parametry kulového blesku: koule o poloméru 10 cm,
vnitini energie 10 kJ [Stachanov, 1979]. Povazujte kulovy blesk za homogenné elek-
trostaticky nabitou kouli s ndbojem jednoho znaménka a urcete celkovy naboj, po-
tencial na povrchu a intenzitu pole na povrchu. Tento model je evidentné chybny
(nevysvétluje, co drzi kulovy blesk pohromadeé aj.), ale snad poskytuje jistou pred-
stavu o tom, s jak extrémnimi hodnotami nékterych fyzikalnich parametrt se museji
potykat teorie kulového blesku.

Odpovédi: 4-107% C; 4-107 V; 4-10° V/m.

Homogenné zmagnetovana koule. Vyuzijte vzorcl pro gravitacni pole homogenni
koule k odvozeni vzorci pro magnetostatické pole homogenné zmagnetované koule.

ReSeni: Zvolme podatek souradnicové soustavy ve stiedu koule. UZitim Poissonovy
véty (8.22) a vzorcu pro gravitacni pole (10.33) a (10.38) dostdvame pro vnéjsi mag-
neticky potencial U, a vnitfni magneticky potenciadl U; homogenné zmagnetované
koule néasledujici vzorce:

M - grad

2
M - grad l27r <a2 — g)] ,

Ue<7?) - =

Ui(r) = —

1
4n
1
4m
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12.

kde M j je vektor magnetizace, V' je objem a a polomér koule, 7 i polohovy vektor bodu

pozorovani, r = |F]. Ozna¢me M, celkovy magneticky moment koule, M.=MYV.

Uzijeme-li vztah grad(1/r) = — 7/r3, ktery plyne z (8.16), dostdvdme zndmy vzorec
1 M,

U.(7) = , (10.46)

T'

ktery je stejny jako vzorec pro magneticky dipdl, viz (7.28) a (4.13). Dostali jsme
tak vysledek, ze magnetické pole vné homogenné zmagnetované koule je stejné jako
magnetické pole dipolu o stejném magnetického momentu. Pro intenzitu vnéjsiho
magnetického pole, napt. z analogie se vzorci (7.29) nebo (7.31), ihned plyne

A7) = — grad U (7) = 473T3 {3 M;Q' T l} | (10.47)

Pro vnitini pole dostavame
Uy () = éM -gradr? = ;MF, (10.48)
Hi(7) = — grad Us() = — ;M (10.49)

Vidime, ze H; je imérné magnetizaci M , ale ma opacny smér. Koeficient imérnosti
N = 1/3 se nazyva demagnetizacnim koeficientem (demagnetiza¢nim faktorem).
Poznamenejme, ze v soustavé CGSM je N = 47 /3, viz [Janovskij, 1964].

Popiste tvar magnetickych silo¢ar pro homogenné zmagnetovanou kouli; vyuzijte
k tomu vysledkl z predchézejici ilohy.

Odpoveéd: Vné koule jsou magnetické siloc¢ary stejné jako u dipélu. Uvnitt jsou
vsechny ptrimkové, rovnobézné se smérem magnetizace.

Fridmanova rovnice. Za teoreticky zaklad se v moderni kosmologii berou relati-
vistické teorie, nejcastéji obecnd teorie relativity. Az po nalezeni relativistickych
kosmologickych rovnic bylo shleddno, ze mnohé z nich mohou byt odvozeny téz
z Newtonovy teorie, uzijeme-li vhodnych analogii. V tomto ptikladu se budeme za-
byvat nékterymi z téchto otazek [Silk, 1980]. Podle Hubbleova zdkona je rychlost
vzdalovani galaxii v imérna jejich vzdalenosti r:

v=Hr,

kde H je tzv. Hubbleova konstanta (neni to vlastné konstanta, protoze zavisi na
case t, H = H(t)). Soucasnou hodnotu této konstanty presné nezname, ale zfejme
lezi nékde mezi 50— 100 km s~ Mpc~™! (Mpc = megaparsek). Uvazujme ¢ast vesmiru
ve tvaru rozpinajici se koule, ktera je dostatecné velika, abychom ji mohli povazovat
za homogenni. Polomér koule oznacme R = R(¢). Hmoty vné koule neuvazujme
(jakoby koule tvorila cely vesmir). Ze zdkona zachovani mechanické energie pro
castice na povrchu koule odvodte rovnici

k

oL (10.50)

8
H2—?7TGQ:—
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kde o = o(t) je hustota koule a mechanickou energii na povrchu koule jsme oznacili
jako (—k/2). Rovnice (10.50) je totoznd s Fridmanovou rovnici, zndmou z relativis-
tické kosmologie, ktera je zakladni rovnici v modelu velkého tiresku. Pti prechodu
k relativistické teorii je rozdil pouze v interpretaci veli¢in R a k. Veli¢ina R neni jiz
polomérem kulového vesmiru v newtonské kosmologii, ale univerzalnim méritkovym
faktorem (polozime-li R(ty) = 1 v néjakém case ty, kdy vzdalenost néjakych dvou
galaxii je rg, pak v ¢ase t bude vzdalenost téchto galaxii r = R(t)ro; za to se ob-
vykle voli soucasnost). V relativistické teorii se konstanta k nazyva kiivosti prostoru
a pripisuji se ji t¥i mozné hodnoty: +1 (uzavreny prostor), 0 (otevieny eukleidovsky
prostor) nebo —1 (otevieny hyperbolicky prostor).

Reseni: Pro element o jednotkové hmotnosti na povrchu koule je soucet kinetické
a potencialni energie roven

1 M

51)2 — GE = konst.,

kde podle Hubbleova zdkona pro rychlost na povrchu koule (r = R) plati v =
HR. Dosadime-li jesté za hmotnost koule M a konstantu piseme ve tvaru (—k/2),
dostavame ihned Fridmanovu rovnici (10.50).

Einsteintiv-de Sittertiv vesmir. Polozime-li ve Fridmanové rovnici £ = 0, pak tato
rovnice popisuje tzv. Einsteintv-de Sitteriv vesmir. V tomto vesmiru pro hustotu
plati

3 H?
871G
Urcete pribliznou soucasnou hodnotu této hustoty, nazyvané kritickou hustotou pgi;
volte H = 50 km s~! Mpc~!. Polozme sou¢asnou hodnotu méiftkového faktoru rovnu
jedné. Pak ze zdkona zachovani hmoty plyne, Ze souc¢in hustoty a poloméru koule
(imérny R?) je konstantni, tj.

0

QR?) = Okrit-
Ziejmé téz plati
H(t)=v/r = (dr/dt)/r = (dR/dt)/R,
nebot r = R(t)ry, viz predchozi priklad. Sestavte ptislusnou diferencidlni rovnici

a jejim vyTeSenim urcete R a p jako funkce c¢asu. Urcete stafi vesmiru pro tento
model, tj. ¢as, ktery uplynul od velkého tresku.

ReSeni: H = 1,6-107'8 s71; pryir = 4,7-107%° g/cm®. Diferencidlni rovnice, plynouci

z (10.50), ma tvar

drR /8 1/2

W (S G

di (3 T Pt
Prepisme tuto rovnici pro
prevracenou hodnotu d¢/dR, viz [Rektorys and spol., 1963]. Predpokladdme-li, Ze
R =0 pro t = 0, dostavame Teseni ve tvaru

2 /8 -1/2
t= g (3 ™ karit) R3/27
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Gili
R(t) = (67 G prrir)™® 23

1
t) = ri R3 - .
o0) = prri/ B =
Porovname-li posledni vzorec s prvnim vzorcem v tomto prikladu, dostaneme
L 2 1
3 H

Dosazenim vyse uvedené c¢iselné hodnoty pro Hubbleovu konstantu vyjde stari
vesmiru asi 13 miliard let. Poznamenejme, Ze feseni Fridmanovy rovnice pro k # 0
1ze nalézt rovnéz v [Silk, 1980] a v mnoha dalsich uéebnicich.

10.4 Homogenni duta koule

Pristupme k vypoctu pole duté koule s vnitinim polomérem a; a vnéjsim polomérem aso,
viz obr. 15.

Obrazek 15

(Toto téleso, vymezené dvéma soustfednymi kulovymi plochami, se také nazyva kulo-
vou vrstvou [Sretenskij, 1946]; upozornéme vsak, ze v geometrii se pod kulovou vrst-
vou obvykle rozumi téleso, které vznikne sefiznutim koule dvéma rovnobéznymi rovi-
nami [Rektorys and spol., 1963]. V [Trkal, 1956] je toto téleso téz oznacovano jako mezi-
kouli.)

Jak jsme jiz uvadéli, vzorce (10.6) a (10.33) pro intenzitu a potencial vné koule plati
i pro pripad homogenni kulové vrstvy. Ve vzorci (10.3) pro intenzitu pole je nyni tfeba
pouze misto integracnich mezi 0, a psat integracni meze ay, as. Uvniti kulové vrstvy
(a1 <1 < ay) dostaneme vzorec pro intenzitu obdobny vzorci (10.7) ve tvaru

(10.51)

E,.(r) = 0. (10.52)
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Vsimnéme si, ze pole uvniti kulové vrstvy se jiz, na rozdil od pole uvniti plné homo-
nogenni koule, neméni linedrné se vzdalenosti r. Poznamenejme, ze vzorec (10.51) jsme
mohli napsat rovnou bez jakéhokoliv pocitani, jestlize bychom ve vzorci (10.37) z minu-
lého odstavce odecetli tc¢inek vyjmuté homogenni koule o poloméru a;, ktery je roven
—Gmy/r? kde my = 37 oa} je hmotnost vyjmuté koule.

Vzorec (10.52) je vyjadienim Newtonovy veéty [Idel’son, 1936]: koncentrickd homogenni
kulova vrstva neptitahuje body lezici v jeji dutiné a na jeji hranici. Pritazlivé sily se zde
vzajemné rusi.

Vzorce pro gravitacni potencial duté koule dostaneme rovnéz upravou vzorce (10.32)

nebo piimo ze vzorce (10.38) pro plnou kouli odectenim pfispévku vyjmuté koule, na
jejimz misté je nyni dutina. Uvnitt vrstvy (a1 < r < ap) dostaneme

r? 4 a3
Ur)=—-2rGolas— = | +-7Go—L; (10.53)
3 3 r
uvnitt dutiny (r < a;) vyjde potencidl konstantni,
U(r) = —27TGQ((L§ —a2) : (10.54)

Prenechavame ctenari, aby i zde ovéril, ze zaporné vzaty gradient potencidlu dava in-
tenzitu, ze potencial a intenzita jsou vSude spojité a v mistech hmot plati Poissonova
rovnice, mimo hmoty plati Laplaceova rovnice. Pribéh potencidlu a intenzity duté homo-
genni koule je znazornén na obr. 16a.

Obréazek 16: Potencidl a intenzita gravitacniho pole duté homogenni koule (a) a homogenni
kulové slupky (b).

Ulohy

1. Odvodili jsme, ze gravitacni a elektrostatické pole duté homogenni koule se sou-
sttednymi plochami je uvnitt dutiny nulové. Ukazte, Zze pokud v homogenni kouli
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vytvorime kulovou dutinu nesoustiednou, nebude jiz pole uvniti dutiny nulové,
ale bude mit ve vsech bodech dutiny konstantni smér a velikost, tj. bude homo-
genni [Kellogg, 1967]. Jakd je intenzita pole v dutiné?

Navod: Kouli s dutinou mizeme povazovat za superpozici puvodni plné koule a malé
plné koule o velikosti dutiny s hustotou opac¢ného znaménka. Ptispévky od obou
kouli popisuji vzorce typu (10.37). Intenzita v dutiné vyjde stejnd jako intenzita
v puvodni plné kouli v misté, kde je nyni stred dutiny (ve stfedu dutiny se tedy pole
nezménilo).

. Vlastni elektrostatickda energie homogenni kulové vrstvy. Urcete tuto energii, je-li
naboj rozlozen s konstantni hustotou p mezi soustiednymi kulovymi plochami o po-
lomérech aq, as, kde ay < as. Permitivitu prostiedi polozte vSude rovnou permitivité
vakua &.

Reseni: Elektrostaticky potencial uvniti vrstvy dostaneme ze vzorce (10.53) zamé-
nou (—G) za 1/(4dmep):

2 3
U(r) = -2 [a% _L: al] . (10.55)
Pro vlastni energii plati podle (8.30)

7TQ2

W:;I‘I oU vV = 2 (403 + 64} — 104} 3] . (10.56)

Specidlné, dosadime-li a; = 0, dostaneme vzorec (10.44) pro homogenni kouli.

. Vlastni elektrostatickd energie tenké kulové vrstvy. V predchozim prikladu pred-
pokladejte, ze ay = a; + h, kde h je malé ve srovnani a a;. Ukazte, ze priblizné
plati

12
I

= 10.57
8meg ay ( )

kde @ je celkovy naboj a zanedbali jsme ¢leny fadu h? a vyssi. Tento vzorec plati
presné v limité pro h — 0, jiné jeho odvozeni bude uvedeno v nasledujicim paragrafu.

10.5 Homogenni kulova slupka

Velice vyznamna je homogenni kulova slupka, ktera vznikne z duté koule limitnim precho-
dem tak, ze vnéjsi a vnitini kulovou plochu k sobé priblizujeme az na nulovou vzdalenost,
pricemz se celkova hmotnost zachovava. Predpokladejme, Ze se polomér vnéjsi plochy as
neméni a pouze polomér a; se zvétsuje k ay pti zachovani celkové hmotnosti. Protoze inten-
zita vnéjsiho pole se neméni a intenzita uvniti dutiny je nulova, v limité odtud dostavame,
ze intenzita pole homogenni kulové slupky je v misté slupky nespojita.
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Oznacime-li a = ay polomér homogenni kulové slupky a M jeji hmotnost, pro radialni
slozku intenzity gravitacniho pole dostavame, viz vzorce (10.6) a (10.52),

GM
E.(r)=— pro r > a,

(10.58)
E.(r)=0 pro 0 <r <a.

Skok v radidlni slozce intenzity ¢ini — G' M /a? pfi pohybu ve sméru privodice. Zavedeme-
li plosnou hustotu o uZitim vztahu M = 47 a? o, mizeme skok radidlni slozky intenzity
vyjadrit ve tvaru

E.(a+) — E.(a—) = —4nGo. (10.59)

V tomto vzorci jiz nevystupuje polomeér slupky. Obdobny vzorec pro skok intenzity elek-
trostatického pole na homogenni kulové slupce s ploSnou hustotou naboje o dostaneme
zameénou konstanty (— G) konstantou 1/(4 weg):

E.(a+)— E.(a—) = —. (10.60)
€0
Uvidime, ze vzorce (10.59) a (10.60) maji mnohem obecnéjsi platnost; zustavaji v platnosti
i v pripadé obecné jednoduché vrstvy (kap. 13). Kromé toho, protoze uvniti vodicu je
pole nulové, bude na povrchu vodice platit mezi normélovou slozkou intenzity a hustotou
néboje jednoduchy vztah E = o/g.

Vysetireme potencial kulové slupky. Vnéjsi potencial duté koule se pti uvedeném limitnim
prechodu rovnéz neméni. Vzorec (10.54) pro vnitini potencial vSak bezprostfedné pouzit
nemuzeme, protoze as — a; se blizi k nule, ale hustota o roste do nekonec¢na. Dosadme
proto do (10.54) za o ze vzorce M = 3w o(a3 — a3):

27TGM(CZQ — Gl)(ag + al)
Ulr)=—4 5 -
3m(az — a1)(a3 + axay + af)
Po zkréaceni ¢lenu as —aq v limité pro a; — ay dostaneme, ze potencial uvniti kulové slupky

je roven konstanté — G' M /as, coz je hodnota vnéjsiho potencidlu na povrchu slupky. Pro
potencial homogenni kulové slupky tedy plati (ozna¢ime-li polomér slupky opét a = as)

GM

U(r) = . pro r > a,
10.61)
M (
U(r):—G pro 0 <r <a.
a

Potencial se pti priuchodu kulovou slupkou méni spojité, zatimco intenzita se méni nespo-
jité (obr. 16b). Uvidime, Ze také tato vlastnost je obecnou vlastnosti poli jednoduchych
vrstev.

V pripadé elektrostatického pole homogenni kulové slupky nabyvaji vzorce pro potencial
tvaru

1
U(r):4 Q pro r > a,
”150 é (10.62)
U(r) = — pro 0 <r <a.
dmey a

66



10.5. Homogenni kulova slupka

Upozornéme jesté, ze v dalsim textu budeme pod pojmem ,vrstva“ obvykle rozumét
vrstvu nekonecné tenkou. Misto o kulové slupce budeme pak mluvit o kulové vrstvé. Pokud
se bude jednat o vrstvu konecné tloustky, bude to vyslovné feceno, pripadné budeme
pouzivat oznaceni jako dutd koule, deska aj.

Poznamenejme, ze za timto paragrafem opét predkladame ¢tenafi k reseni nékolik fy-
zikalnich tloh. Z hlediska obecnych otadzek matematické teorie bychom chtéli upozornit
zejména na tlohu ¢. 6 o kulovém kondenzatoru, kde se narazi na otazku mezi pouzitelnosti
Newtonova potencidlu; zatimco vzorec pro intenzitu dava spravny vysledek, bezprostredni
pouziti béznych vzorct pro Newtonuv potencial vede k chybé.

Ulohy

1. Ovéreni Coulombova zakona. Neprimou imérnost mezi silou, kterou na sebe ptisobi
dva bodové naboje, a ¢tvercem vzdalenosti miizeme primo experimentalné ovérovat,
ale je zrejmé, ze takové méreni nemuze byt prilis presné. Na zakladé vysledkt z to-
hoto paragrafu navrhnéte jiny, presnéjsi, test nepfimé imérnosti mezi silou a ctver-
cem vzdélenosti [Maxwell, 1881].

Odpovéd: Ovérovat, ze uvnitt nabité kulové slupky je intenzita pole nulova, viz
nasledujici priklad. V pribéhu historie byla provedena fada velmi presnych méreni
tohoto druhu. Historicky vyznamna jsou méteni Cavendishova a Maxwellova. Dosud
nejpresnéjsi jsou méreni Plimptona a Lawtona z r. 1936. Jejich aparatura se skladala
ze dvou kovovych soustiednych kouli o polomérech 1,5 a 1,2 m, navzajem odizolova-
nych. Vnéjsi koule byla nabijena az na potencial 3000 V, avSak mezi koulemi nebyly
zjistény Zaddné rozdily v potencilu, t¥ebaze bylo mozné detekovat rozdily 1076 V. Na
zakladé téchto méreni bylo urceno, Ze exponent ve jmenovateli Coulombova zadkona
je roven dvéma s absolutn{ presnosti 2 - 107 [Sedldk and Bakule, 1980).

2. Predpokladejme, ze v Newtonové gravitacnim zakonu klesa sila se vzdalenosti jako
1/R*"¢, kde € je malé ¢islo. Vypocitejte gravitacni potencidl uvnitt homogenni ku-
lové slupky o plosné hustoté o a poloméru a.

Odpovéd:
2nGoa e e
Proe =0je U(r) = — 47 Goa = konst. Je-li € # 0, nemize jiz byt potencidl uvnitt

slupky konstantni, o ¢emz se lze presvédcit napt. rozvojem U(r) do Maclaurinovy
rady podle r.

3. Vypoctéte potencialni energii koule o poloméru a, ktera je nabita nabojem @:

(a) je-li koule z nevodivého materidlu a predpokladdme-li, Ze naboj je rovnomérné
rozlozen po celém objemu koule;

(b) je-li koule vodiva, tj. jeli nédboj rovnomérné rozloZen po povrchu
koule [Broz, 1974, Idel’son, 1936]:
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ResSeni:

(a) Potencialni energie je dana vzorcem (10.44).

(b) Podle (8.31) a (10.62) je

8meg a

W:;LfaUdS:&:SOSLjadS: ! Q—2; (10.63)

viz vzorec (10.57) odvozeny jinym zpusobem.

V pripadé (a) je energie o 20 % vétsi ve srovnani s pripadem (b).

. Zduvodnéte, proc¢ v pripadé nabité vodivé koule se elektrické naboje ustali na jejim

povrchu.

Odpovéd: V disledku odpudivych sil se ndboj rozmisti kulové symetricky s husto-
tou, kterd bude u povrchu koule vétsi nez u stredu koule. Abychom vsak zduvodnili,
ze se naboje rozlozi na samém povrchu koule (vytvoiri kulovou slupku), musime
vysSetfovat vlastni potencialni energii. Jak je znamo z mechaniky, stav stabilni rov-
novahy je charakterizovan minimélni hodnotou potencialni energie. V predchozim
prikladu jsme naptiklad vidéli, Zze pro homogenné nabitou kouli je vlastni potencidlni
energie vétsi nez pro kulovou slupku o stejném naboji. Obdobné predpokladéame, ze
naboje jsou rozlozeny v tenké kulové vrstvé o vnitfnim poloméru aq, ktery je mensi
nez polomér koule a. Prislusna vlastni potencidlni energie je ddna vzorcem (10.57).
Jestlize nadboje z této vrstvy presuneme na povrch koule, vlastni potencialni ener-
gie se zmensi. Lze proto oc¢ekavat, ze minima potencialni energie dosdhneme tehdy;,
jestlize vsechny naboje z vnitiku koule preneseme na jeji povrch; matematicky dikaz
vyzaduje TeSeni prislusné variaéni tlohy [Idel’son, 1936]. Jesté obt{Znéjsi je matema-
ticky dukaz, ze elektrické naboje se rozlozi na povrchu vodice i v pripadé vodice
obecného tvaru.

. Kapacita koule. Odvodte vzorec pro kapacitu vodivé koule o poloméru a. Zjistéte,

jakou kapacitu by meéla koule o velikosti Zemé.

ReSeni: Elektrostaticky potencidl na povrchu kulové slupky je ddn vzorci (10.62),
v nichz je treba dosadit r = a. Vidime, Ze pro danou kouli plati timérnost mezi
U a (). Porovnanim se vzorcem () = C' U, jimz se zavadi kapacita, dostavame pro
kapacitu koule vzorec

C=4mepa. (10.64)

Dosadime-li gy = 8,854 - 107! F/m a a = 6371 km, dostavame C' = 709 yF. Ani
koule o velikosti Zemé nema prilis velikou kapacitu. Samotna koule je tedy Spatny
kondenzator.

. Kapacita kulového kondenzatoru. Kulovy kondenzator se sklada ze dvou soustied-

nych vodivych kulovych ploch. Plochy nabijeme tim zpiisobem, Ze na jednu z nich
privedeme naboj +@Q); elektrostatickou indukci vznikne na druhé plose naboj —@Q



10.5. Homogenni kulova slupka

(z této puvodné elektricky nenabité plochy se uzemnénim odvede nédboj +@Q do
zemeé). Pro kondenzéator definujeme vzdjemnou kapacitu vztahem

Q
C = , 10.65
U1 (10.65)
vyjadiujicim pomér naboje ) na vodici kladné nabitém k rozdilu potencidli U; — Uy
mezi vodi¢i, pricemz U; > Us,. Urcete kapacitu kulového kondenzatoru, jehoz plochy
maji poloméry a;, az, kde a; < ay, mezi plochami je vakuum [Broz, 1974].

Obrazek 17

ResSeni: Necht ndboj @ sidli na vnitini plose, ndboj —@Q na vnéjsi ploe (obr. 17).
K urceni potencidlu U; na vnitini plose a U na vnéjsi plose se bezprostredné nabizi
pouziti vzorce (10.62):

1 Q 1 Q

UQZ— I
47T€0 as

Ul_

N 47T€0 CL71’
Po dosazeni do (10.65) bychom dostali

ay Az
C:47T€0

ap + as

Tento vzorec je v rozporu s pozorovanimi, kterd ukazuji, ze kapacita kondenzatoru
je tim vétsi, ¢im je mensi vzdalenost mezi plochami kondenzatoru; ve vzorci pro
kapacitu bychom méli spise oc¢ekavat rozdil polomért, nikoliv jejich soucet. Nékde
jsme udélali chybu. Ziejmé v tom, ze jsme pfi vypoctu nevzali v ivahu uzemnéni
jedné desky. Timto uzemnénim se hladina nulového potencialu posouva do konecna,
v dusledku toho uvedené vzorce pro potencidly neplati, nebot byly odvozeny za
predpokladu o nulovém potencidlu pouze v nekonecnu. Jinymi slovy, pti prenaseni
naboji na jednu plochu kondenzatoru se na druhé plose indukuji naboje opac¢ného
znaménka, které vzorce typu (10.62) uvazuji chybné, jakoby tyto ndboje byly rovnéz
prineseny z nekonecna. Situaci nelze zachranit ani tim, ze bychom k potencialtim
pricetli stejnou konstantu, v rozdilech potenciali by se stejné odecetla. Setkdvame se
tak v téchto skriptech s prvnim konkrétnim pripadem selhani vzorci pro Newtontv
potencial, jak jsme na to upozornovali v paragrafu 8.2. Musime se proto vratit
ke vzorcim pro intenzitu. V prostoru mezi kulovymi plochami je intenzita pole
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piisobena vnéjsimi naboji nulova, vnitini ndboje davaji intenzitu s radialni slozkou
(viz vzorec (10.58) pro gravitaéni pole)

1 Q

Adwey r?’

E, (a1 <7 < ag). (10.66)
Protoze intenzita miti od vnitini plochy ke vnéjsi, bude vétsi potencial na vnitini
plose. Rozdil potenciala U; — Uy je podle definice potencidlu roven préci, kterou
musime dodat jednotkovému kladnému naboji, abychom jej prenesli ze druhé plochy
na plochu prvni; pole vykonava praci opacného znaménka. Tedy

a1 as
1 11
U=ty =— [Edr= | 8gdr @ (—) (10.67)
0

47 47T€0 aq as

Dosazenim do (10.65) dostavame spravny vzorec pro kapacitu kulového kondenza-

toru i a
1 a2
02471'50

. 10.68
pa— (10.68)
Timto prikladem jsme se podrobnéji zabyvali proto, abychom ilustrovali, ze ve vSech
problematickych situacich je treba davat prednost vypoctim intenzity pred nekri-
tickym pouzitim vzorcii pro Newtontiv potencial; vzorce pro intenzitu je tieba po-
vazovat za obecnéji platné, nez vzorce pro Newtonuv potencial.

. Elektrické pole v atmosfére. Nad zemskym povrchem existuje stalé vertikalni elek-

trické pole, jehoz intenzita mifi smérem z atmosféry k zemskému povrchu (atmosféra
nabitd kladné, zemsky povrch zaporné). V rovinatém terénu za jasného dne m4 in-
tenzita velikost kolem 100 V/m; intenzita kolisa v pribéhu dne ptiblizné o +£15 %,
z&visi téz na znecisténi ovzdusi, vlhkosti aj. [Feynman et al., 1964]. Domnivame se,
ze ,plochou® nabitou kladné je vrstva atmosféry ve vyskach kolem 50 km, ktera
ma jiz. dostatecné vysokou elektrickou vodivost (obr. 18). S vyskou intenzita pole
klesa, ve vysce 50 km je uz velice slaba. Celkovy rozdil potencialu mezi touto vyskou
a zemskym povrchem je témér 400 kV. V disledku malé, ale nenulové, vodivosti at-
mosféry tece z atmosféry do zemé proud, jehoz celkova intenzita je asi 1800 A. Jedné

vvvvvv

deskami kondenzatoru se zde nachézi ¢astecné vodiva latka. Urcete:

celkovy elektricky vykon, celkovy odpor a hustotu proudu;
b
(c

(d) pribliznou dobu, za kterou by se uvedeny kondenzator vybil, kdyby nebyl né-
jakym mechanismem stale dobijen.

(a
(b) velikost zaporného naboje Zemé;

)
)
) kapacitu prislusného kondenzatoru;
)

Odpovédi:

(a) 700 MW, 200 ©, 3,5-107'* A/m?;
(b) Z (10.66) plyne Q = 4,5 - 10° C;



10.6. Prima a obracena gravimetricka tiloha pro kouli

+
SV km——- TW e

;f - -7,

%/‘V meu ~ A0 A w

povret
Y A A e G e

Obréazek 18: Typické charakteristiky elektrickych  vlastnosti ¢isté  atmo-
sféry [Feynman et al., 1964].

(¢) Z (10.65) plyne C' =1 F (vzorec (10.68) dava hodnotu o fdd mensi, ale tento
vzorec neni zde pouzitelny, protoze pole klesa s vyskou rychleji nez udava vzo-
rec (10.66));

(d) Za ¢as t = RC, kde R je odpor a C kapacita, klesne naboj e-krat (e = 2,72
je zéklad prirozenych logaritmu). Vychézi ¢ = 4 minuty. Naboj by klesl na
tisicinu ptivodni hodnoty, tedy prakticky by vymizel, asi za ptl hodiny. Tento
kondenzator musi byt tedy neustdle dobijen. Predpoklada se, ze toto dobi-
jeni obstaravaji boutrky, zejména v tropickych oblastech; jeden blesk ptrinasi na
zemsky povrch zaporny naboj o velikosti asi 20 — 30 C, podrobny mechanismus
vSak neni zndm [Feynman et al., 1964].

10.6 Prima a obracena gravimetricka tloha pro kouli

Ukolem gravimetrického prizkumu je vyzkum rozlozeni hmot pod zemskym povrchem
na zakladé méteni jejich gravitacnich uc¢inkd na zemském povrchu. Pro gravimetricky
vyzkum jsou vhodnda zejména takova geologicka télesa, kterd se svou hustotou vyrazné
lisi od okolnich hornin. Primérna hustota hornin v povrchovych c¢astech zemské kiry
¢inf asi 2,7 g/cm?® (primérnd hustota zul). Vétsi hustoty maji napi. hlubinné vyvieliny
a loziska rud, naopak mensi hustoty maji mnohé usazené horniny, loziska kamenné soli,
uhli, nafty, zemniho plynu aj.

Vsimnéme si zde otazky gravimetrického uréeni parametrii geologického télesa ve tvaru
koule, jejiz hustota se 1isi od hustoty okoli o konstantni hustotu Ap. Predpokladejme,
ze tato koule mé stfed v hloubce h pod zemskym povrchem, jeji polomér oznacme a
(obr. 19). Predpokladejme, Ze zemsky povrch, na kterém provadime méfeni gravitacniho
pole, je rovinny. Nas nyni zajima jen ta c¢ast gravitacniho pole, ktera je ptisobena rozdi-
lovymi (anomélnimi) hmotami; toto pole budeme nazyvat gravitacni anomélii. Protoze
se nejcastéji méri vertikalni slozka gravitacniho pole, omezme se na vysetfovani anoma-
lie jen pro tuto slozku, tj. na anomalii zrychleni volného padu ¢g. Tuto anomalii budeme
oznacovat Ag.

Poznamenejme, 7ze pii mérenich na rotujici Zemi se ke gravitacni sile pri¢ita jesté sila
odstrediva. Vyslednému poli, slozenému z gravitacniho pole a pole odstredivé sily, se tikéa
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Obrazek 19

pole tihové. Proto se v geofyzice mluvi o tihovych mérenich a tthovych anomaliich. My
si budeme dale vsimat jen gravitacniho pole, protoze gravitacni a tihové anomaélie jsou
stejné (pokud takzvané normalni pole, od néhoz odmérujeme anomalie, plné zahrnuje pole
odstredivé sily).

Zavedme kartézskou soustavu soutadnic tak, aby se jeji poc¢atek 0 nachazel na zemském
povrchu nad stfedem koule, osy = a y lezely na zemském povrchu a osa z byla oriento-
vana smérem dolu. Vzhledem k symetrii tlohy se omezme jen na popis v roviné (z, z),
viz obr. 19. Nasim tkolem je urcit vertikalni slozku intenzity Ag gravitacniho pole na
zemském povrchu, které je pisobeno homogenni kouli o hustoté Ap, jejiz stied se nachazi
v hloubce h pod povrchem a jejiz polomér je a. Ziejmé plati

_GMh

rz

Ag(z) ,
kde M je hmotnost koule (rozdilovd hmotnost) a r = /22 + h? je vzdalenost prislusného
bodu na zemském povrchu od stfedu koule. Dosazenim dostavame hledany vzorec

GMh

Ag(x) = W

(10.69)

Pribéh této funkce je zndzornén v horni ¢asti obr. 19 (pro kladnou rozdilovou hmot-
nost M).

Jsou-li dany parametry uvazované koule, umoznuje vzorec (10.69) pocitat gravitacéni
anomalii na zemském povrchu. Tomuto postupu, kdy pro dany model prostiedi ur¢ujeme
prislusné fyzikalni pole, fikdme prima tloha. Opacny postup, kdy z naméreného fyzikal-
niho pole se snazime urcit parametry modelu, nazyvame obracenou tlohou. S obracenymi
ulohami se setkavame v mmnoha fyzikalnich oborech, ale velice typické jsou v geofyzice,
kdy z méteni rtznych fyzikalnich veli¢in na zemském povrchu se snazime urcit stavbu
prostredi pod povrchem.

Odvodme vzorec pro obracenou tlohu v nasem pripadé. Z nameérené gravitacni ano-
malie chceme uré¢it polohu stfedu koule a jeji rozdilovou hmotnost M. Polomér koule
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nebo rozdilovou hustotu nelze urcit pouze z gravimetrickych méreni, protoze tyto velic¢iny
nevystupuji ve vzorci (10.69).

Urcit bod na zemském povrchu, pod nimz se nachazi stred koule, neni obtizné. Je
ziejmé, ze timto bodem je misto na zemském povrchu, kde gravitacni anomalie nabyva
nejvétsi hodnoty (zde jsme zvolili poéatek souradnicové soustavy). Zbyva urcit hloubku A
a hmotnost M. K urceni téchto dvou nezndmych v principu postac¢i urcit néjaké dva
nezavislé idaje z krivky gravitacni anomalie, naprt. hodnoty Ag(x) pro dvé rizné hodnoty
souradnice z. Jinou moznosti, kterd se ¢asto pouziva, je urceni nejveétsi hodnoty anomaélie
Agmaz = Ag(0) a vzdélenosti x1 /o podél zemského povrchu, v niz hodnota anomalie klesne
na polovi¢ni hodnotu. Ze vzorce (10.69) plyne

GM
Agma:v = ?7
1 GMh (10.70)
B) AGmazr = 32
(a:% ot h2)
Vydélime-li levé a pravé strany téchto rovnic, po kratké ipravé dostaneme
h=e—12 =1 3052 (10.71)

V223 1

Dosadime-li takto uréenou hodnotu i do nékteré z rovnic (10.70), muzeme jiz snadno
urcit i rozdilovou hmotnost M.

Nékteré dalsi vzorce na fteSeni obracené tulohy pro kouli jsou uvedeny naptiklad
v [Dehlinger, 1978, Mares and kol., 1979, Pick et al., 1973], viz téZ néasledujici ulohy.

Ulohy
1. Odvodte vzorce na feSeni obracené gravimetrické tlohy pro kouli, které vyuzivaji
hodnotu Agu.: a polohu inflexniho bodu na krivce Ag(x).

ReSeni: Pro Ag,,q. pouZijeme prvni ze vzorci (10.70). V inflexnim bodé x; je druha
derivace d®g(z)/dx? nulovd, uzitim (10.69) dostaneme

h=2u;. (10.72)

2. Jak klesne hodnota gravitacni anomdlie pro kouli ve vzdalenosti x = h od bodu
maximalni anomalie, kde h je hloubka stredu koule?

Odpovéd:
AG(h) = Agmaz/ V8 = 0,35 Agpas-

10.7 Obecné poznamky k obracenym uloham v gra-
vimetrii

Uz jednoducha obracend tloha pro kouli ukdzala na nékteré problémy, které se vyskytuji
pri Teseni obracenych gravimetrickych tloh obecné. V prvni fadé je to principidlni ne-
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jednoznacnost feseni obracenych gravimetrickych tloh (mohli jsme urc¢it hmotnost koule,
ale nikoliv jeji polomér). K dalsim problémum patii i sama otazka vydéleni gravitacni
anomalie z méreni v nerovném terénu a moznost slozitého tvaru hledanych téles a je-
jich nehomogenita. K feseni slozitych obracenych tloh se mohlo pristoupit az tehdy,
kdyz byly k dispozici pocitace. Bylo tfeba hledat nové teoretické pristupy, jejich vyzkum
neni ve veétsiné pripadt dosud zakoncen. Teorie obracenych tloh, nejen gravimetrickych,
se tak v soucasné dobé stala predmétem velmi intenzivniho studia, viz napr. prehled
v [Janovskaja and Porochova, 1983]. Bylo publikovéno velké mnoZstvi praci, pficemz vSak
piedkldadané postupy se mezi sebou ¢asto velice lisf. Ctenafi to pak miize piisobit potize,
aby si udélal potrebny prehled a z navrhovanych postupiu si vybral ty nejvhodnéjsi. Ci-
lem nize uvedenych poznamek je pomoci v této situaci ¢tenari, ktery ma hlubsi zajem
o obracené gravimetrické tlohy. Budeme si vsimat obracenych tloh obecné, nikoliv jen
specialniho problému hledani Newtonovy koule.

Jesté asi pred dvéma desetiletimi se pii obecném Tteseni obracené gravimetrické tlohy
disledné rozlisovaly dvé etapy: kvalitativni interpretace a kvantitativni interpretace. Pod
kvalitativni interpretaci se, zhruba feceno, rozumeélo vydéleni typu rusiciho télesa, které
by mohlo ptisobit danou anomalii. Vybér télesa se 1idil zejména tvarem izocar na mapé
gravita¢nich anomélii (protdhlym izocardm se priradilo protdhlé téleso atd.). Na spréav-
ném vybéru typu rusiciho télesa velice zavisela spravnost celé interpretace, dilezitou roli
v tomto stadiu feseni lohy hréaly zkusenosti interpretatora. V dalsi etapé, kvantitativni in-
terpretaci, se urcovaly ¢iselné parametry zvoleného télesa (hloubka, hmotnost, sklon aj.).
Soucasnym potfebam jiz tento dvoustupnovy postup nevyhovuje, zejména nevyhovuje
prilis subjektivni prvni etapa. Podle nézoru v [Strachov, 1982b] by soucasnd metoda in-
terpretace gravimetrickych méreni, opét pri jisté schematizaci, méla obsahovat etapy tfi:
zjisténi, lokalizaci a zpresnéni. Zjisténim rozumime zjisténi existence gravitacni anoma-
lie v méfenych datech, coz pak znamena i zjiSténi existence anomalniho télesa. Jednd se
hlavné o ovéreni, zdali mérené rozdily nejsou zpiisobeny jen nerovnostmi terénu ¢i jinymi
hmotami, o jejichz existenci vime (vypln sedimentarni panve aj.). V této etapé se pro-
vadéji zejména rizné redukce namérenych dat a konstrukce map prislusnych anomalii.
Lokalizaci se rozumi hlavné identifikace poc¢tu rusicich téles (zdali pozorovana anomélie
je pusobena jednim ¢i vice télesy) a urceni nékterych obecnych charakteristik téchto téles
se realizuje pomoci riznych transformaci potencidlovych poli, jako je analytické prodlou-
zeni pole pod povrch (singularity prodlouzeného pole priblizné vymezuji polohu rusicich
téles) nebo vypocet nékterych integralnich charakteristik rusicich téles. Tato etapa inter-
pretace by jiz méla poskytnout dosti dobry pocatecni model, ktery se v etapé zpresnéni
dale vylepsuje.

Reseni vyse uvedené obricené tilohy pro kouli bylo sice mnohoznacéné (neslo urcit po-
lomér), ale hloubku stfedu koule a hmotnost bylo mozné urcit jednoznacéné. Vlastné se
jednalo o jednoznacné urceni parametrii ekvivalentnitho hmotného bodu, ktery vné koule
vytvaii stejné pole. S obdobnou situaci se setkdvame i ve slozitéjsich tlohdch. ReSeni
obracené ulohy tak mtzeme z tohoto hlediska rozdélit na dva kroky, prvni jednoznacny
a druhy mnohoznacny. V prvnim kroku se urcuji takové ekvivalentni elementarni zdroje
(napr. soustava hmotnych bodu), které davaji stejné vnéjsi pole a lze je uré¢it jednoznacné.
Ve druhém kroku se k témto jednoznacné uré¢enym ,nahradnim® zdrojim hledaji readlna
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télesa, tj. obecné télesa trirozmérna, ktera davaji stejné vnéjsi pole. K omezeni mno-
hoznac¢nosti tohoto kroku se musi vyuzit nékterych dodatec¢nych informaci, napt. znalosti
geologickych, seismickych aj. V tomto druhém kroku se hmoty soustfedéné v bodovych
¢i jinych elementarnich zdrojich ,,vymetaji“ do prostoru tak, aby se vnéjsi pole nezmé-
nilo. Tento pojem ,vymetani“ zavedl Poincaré, viz [Idel’son, 1936]. Otédzkdm vymetéani
bylo v geofyzikalni literature vénovano v poslednich letech velké mnozstvi praci. Takovéto
postupy jsou jisté zajimavé z hlediska matematického [Krél et al., 1977], jejich opravnéni
z hlediska praktického je do jisté miry odiivodnéno tim, Ze se snazime udélat feseni obra-
cené tulohy jednoznacnym co nejdéle, dokud to je jen mozné.

Z uvedenych poznamek vznika pravdépodobné dojem, ze hlavnim soucasnym trendem
v metodach feseni obracenych gravimetrickych tiloh je snaha o rozdéleni tiloh na celou fadu
dil¢ich, ¢asto jen pomocnych, operaci. Je vSak tfeba poznamenat, ze existuji i tendence
pravé opacné, snazici se o feseni obracené tlohy vcelku (s uvazenim ruznych dodate¢nych
podminek pro zajisténi jednoznacnosti), bez jakéhokoliv ¢lenéni do rtznych dil¢ich operaci.
Jednd se o soucasné hledani velkého poc¢tu neznamych parametri, coz napt. ptisobi vétsi
problémy se stabilitou feseni a zvysuje i naroky na vypocetni ¢as a paméf pocitace, ale
na druhé strané odstranuje mnohé nepodstatné a casto nepresné mezikroky. Podati-li se
rozvinout tyto metody tak, aby vyhovovaly vSem pozadavkim praxe, bude to znamenat,
ze mnohé i velmi damyslné dil¢i postupy, jako je napf. analytické prodluzovani nebo
metoda vymetani, ztrati v budoucnosti mnoho ze svého souc¢asného vyznamu. Z hlediska
téchto postupii 1ze bez velkého prehanéni tici, Ze napf. intenzivni rozvijeni metod vymetani
v posledni dobé predstavuje vyvojovou etapu, kterd je jiz vlastné prekonand, aniz byla
v geofyzice zavrsena.

75



Kapitola 10. Gravitacni a elektrostatické pole sféricky symetrickych téles

76



Kapitola 11

Gravitacni a elektrostatické pole
nekonecné rovinné homogenni desky

Vétsina latky probirané v této kapitole a v dalsim dilu téchto skript nepredstavuje z mate-
matického hlediska nic jiného, nez priklady na vypocet raznych vicerozmérnych integralu.
Z tohoto hlediska miize byt tato latka téz vyuzita v matematickych cvi¢enich. Jednotli-
vymi priklady se presto budeme zabyvat podrobnéji z toho divodu, Ze nachazeji mnohé
aplikace zejména v geofyzice a budou ilustrovat nékteré obecné vlastnosti potencidlovych
poli.

11.1 Nekonec¢na rovinna deska

S
Plo,0,2)

ok fot

};ﬂ 0 V0¥
1 r

Obrazek 20

Uvazujme nekonecnou rovinnou desku vsude stejné tloustky h s konstantni husto-
tou o [Novotny, 1977]. Zvolme valcovou soustavu soutadnic r, ¢, z tak, aby osa z byla
kolmé na desku a prochazela bodem P, v némz pocitame gravitacéni pole, pocatek 0 sou-
radnicové soustavy zvolme ve stfedu desky (obr. 20). Necht vélcovy element objemu dV/
ma souradnice 17, ¢, 2" a necht R je jeho vzdalenost od bodu P(0,0, z). Plati

dV =r'dr' d¢’ d2’,

RQ — T/2 + (Z . 21)2‘ (111)
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Kapitola 11. Gravitacni a elektrostatické pole nekonecné rovinné homogenni desky

Pocitejme nejprve intenzitu gravitacniho pole desky. Z geometrie ulohy je ztejmé, ze
intenzita E bude rovnob&Zna s osou z. Ke kazdému elementu dV lze totiz nalézt stejny
element symetricky vzhledem k ose z (obr. 20); vysledna intenzita od téchto dvou elementti
ma nenulovou jen z-ovou slozku, slozky rovnobézné s deskou se vzajemné rusi. Z obecnych
vzorci (7.15) uzitim (11.1) plyne pro intenzitu v bodé P nad deskou (souradnice z vétsi
nez libovolnd 2’) vzorec

z—2
Ez(P):—fofg dv =
i h/2 z—7 Tdrdgodz
=~Gof [ [ SR =
b0 hp PH(=2) (11.2)
h/2 , r'=o00
:—QWGQ/ — S dz' =
i T,2+(Z_Z,)2 o
=—-2nGoh.

Je ztejmé, ze v bodech pod deskou zméni E, pouze znaménko. Pro velikost intenzity pole
|E(P)| = |E,(P)| v bodech mimo desku odtud dostavame

|E(P)| =27Goh. (11.3)

Tento vzorec udava pritazlivost nekoneéné homogenni desky v bodech mimo desku. V gra-
vimetrii je znam pod pojmem ,Bouguerova redukce* nebo ,Bouguertuv ¢len“. Pouziva se,
vedle Fayeovy redukce i jinych redukei, pti prepoctech gravita¢niho zrychleni naméreného
v nadmorské vysce h na hladinu more.

Vsimnéme si, Ze velikost intenzity je stejna ve vsech bodech mimo desku, Ze je nezavisla
na vzdélenosti od desky. V kazdém z poloprostort, vydélenych deskou, se tedy vytvari
homogenni silové pole. (Pokuste se ndzorné vysvétlit, jak je mozné, Ze v tomto piipadé
intenzita neklesd, jestlize se vzdalujeme od desky.) Tento model je opét zajimavy z hlediska
gravimetrického prizkumu. Necht se v zemi nachazi vrstva zvysené nebo snizené hustoty,
rovnobézna se zemskym povrchem. Predpokladejme nyni, Ze je vrstva sice konecna, ale
dostatecné rozlehla v horizontalnim sméru. Z gravimetrickych méreni na zemském povrchu
kdesi nad sttedem vrstvy, tj. daleko od okraji vrstvy, mizeme urcit jen soucin tloustky
vrstvy a rozdilu hustot, nemtzeme vsak urcit, v jaké hloubce se vrstva nachazi.

Protoze vyse uvedend nekonecénd homogenni deska vytvari ve vnéjsich bodech homo-
genni pole, bude existovat potencidl, ktery bude linedrni funkei soutradnice z. Uzitim (11.2)
a symetrie tilohy vzhledem k roviné z = 0 dostavame néasledujici vzorec pro potencial v bo-
dech vné desky:

U(z) =2nGohlz| +C pro |z| > h/2. (11.4)
Pro jednoduchost bychom mohli polozit C' = 0. Pii konstrukci obr. 21 vsak pouzijeme
jesté jinou volbu.

Intenzitu a potencial uvnitt desky snadno dostaneme rozdélenim desky na dvé c¢asti
rovinou, kterd je rovnobézna se sténami desky a prochazi uvazovanym bodem, a seCtenim
prislusnych prispévki. Vyjde

E.(2)=—41Goz pro |z| < h/2. (11.5)
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11.1. Nekonecna rovinna deska

Pro potencial uvnitt desky, az na aditivni konstantu, kterou polozime rovnou nule, zfejmé
plati

U(z) =27G 02" pro |z| < h/2. (11.6)
Pribéh potencialu a intenzity je schematicky znazornén na obr. 21, pricemz jsme kon-
stantu C' v (11.4) zvolili tak, aby potencidl byl spojity. Lze snadno ovérit, ze nalezeny
potencidl spliuje Laplaceovu rovnici vné desky a Poissonovu rovnici ve vnitinich bodech
desky, viz (10.35), (10.36) a nasledujici kapitolu. Tim je tiloha vyfesena. Ve zbyvajici ¢asti
tohoto paragrafu a v nasledujicim paragrafu pojedname o moznosti ¢i nemoznosti pouziti
nékterych jinych postupt k feseni dané tlohy.

& t
' "\ ‘
S

NN

— 47 Lz 2

Obréazek 21: Priubéh gravitaéniho potencidlu a intenzity pro nekonec¢nou desku ve sméru
kolmém k desce.

V uvazovaném pripadé lze provést vypocet intenzity pole velice jednoduse také uzitim
Gaussova zdkona, viz (10.21). Staci zkonstruovat valec, jehoz plast je rovnobézny s osou
z a podstavy jsou na tuto osu kolmé, pricemz jedna podstava prochazi bodem P, druha
prochazi bodem soumérnym podle poc¢atku. Na tvaru a velikosti podstavy nezalezi. K toku
intenzity povrchem valce prispiva pouze tok podstavami, protoze tok plastém je nulovy.
Dalsi postup je snadny, odvodte timto zptusobem vzorce (11.2) a (11.5). VySe uvedené
ze stejnych duvodi, které byly uvedeny v paragrafu 10.1, tj. z diivodu ucelenosti teorie
a proto, ze vzorce pro intenzitu povazujeme za zakladni.

Ulohy

V dlohach 1 a 2 se ma urcit vertikdlni slozka intenzity gravitacniho pole pisobeného
nekterymi télesy, kterd vzniknou ,vyriznutim“ z nekonecné desky. Tato télesa nachazeji
cetné aplikace v gravimetrii a gravimetrickém prizkumu, nékteré dalsi priklady uvedeme
nize. Pouzijme néktera oznaceni podle [Mares and kol., 1979, viz pfipojené obrazky.
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Kapitola 11. Gravitacni a elektrostatické pole nekonecné rovinné homogenni desky

1. Kruhovy valec se svislou osou (obr. 22). Necht vdlec ma polomér R a podstavy
v hloubkéach h; a hy. Dokazte, Ze na ose valce na zemském povrchu plati

E.(0,0,0) =27 Go(r1 + Ah —rg), (11.7)

kde Ah:hg—hl,ri:\/R2+h?,i: 1,2

F(O/O, 0)
7 > X

| PNEYZ
I

Vf
z

Obrazek 22

2. Sektor kruhového vélce se svislou osou (obr. 23). Uvazujme téleso, které je ohra-
nicené vodorovnymi rovinami v hloubkach h; a hs, valcovymi plochami s osou z
o polomérech R; a R3 a dvéma rovinami prolozenymi osou z, které spolu sviraji
uhel a. Odvodte vzorec

E.(0,0,0) =Goa(ry —ry+13—14),
kde ¢islovani bod udéava obr. 23,

Rl = RQa RS = R4a hl = h47 h2 = h37

ri=2\/R}+h? i=1az4.

Poznamenejme, ze télesa tohoto tvaru jsou casto pouzivana pii praktickych vypo-
¢tech tihovych redukei, kdy cely integracni obor se rozdéli na takového segmenty.

3. Odvodte potencidl nekonecné homogenni desky uzitim Laplaceovy a Poissonovy
rovnice.

Reseni: Vzhledem k symetrii tlohy bude potencidl funkei pouze jedné souradnice z
kolmé k desce, U = U(z), viz obr. 20. Laplaceova rovnice, kterd plati v bodech mimo
desku, bude mit v tomto pripadé jednoduchy tvar

U _
02?2
Integraci odtud plyne
ou
7201, U2012+C2
0z
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11.2. O nemoznosti zavedeni Newtonova potencialu pro nekonecnou desku

Obrazek 23

Poissonova rovnice v bodech uvnitt desky nabyva obdobné tvaru

0*U

Jeji obecné Teseni ma tvar
U:27TGQ22+032+C4.

Polozime-li hladinu nulového potencialu do roviny z = 0, dostaneme Cy = 0. V du-
sledku symetrie tlohy podle roviny z = 0 musi byt téz C5 = 0. Tim dostavame
vzorec (11.6) pro vnitini potencidl. Uvazujme déle jen poloprostor z > 0. Kon-
stanty C7 a C5 ve vyrazu pro vnéjsi potencial urcime z pozadavku, aby potencial
a jeho prvni derivace byly spojité na hranici desky z = h/2. Vyjde

U=2nGoh(z—h/4) pro z > h/2,

coz souhlasi se vzorcem (11.4). Stoji jesté za povSimnuti, ze Laplaceova a Poisso-
nova rovnice samotné nepopisuji studované pole plné, jejich reseni obsahuji nékteré
konstanty, které mohly byt urceny az prijetim dodatecnych predpokladi o spoji-
tosti. Museli jsme odnékud jinud védét ¢i tusit, Zze témi spravnymi dodateénymi
(okrajovymi) podminkami je pravé spojitost potencidlu a jeho prvni derivace. Na
druhé strané vzorce pro intenzitu (7.15) vedly jednoznacné k feSeni tilohy, prislusné
spojitosti se nemusely predpokladat, ale naopak primo z téchto vzorcu vyplyvaly.

11.2 O nemoznosti zavedeni Newtonova potencialu
pro nekonec¢nou desku

Potencial pro nekonec¢nou desku jsme v predeslém paragrafu odvodili pifimo z nalezenych
jednoduchych vyrazt pro intenzitu. Obdobné jako v pripadé Newtonovy koule bychom
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Kapitola 11. Gravitacni a elektrostatické pole nekonecné rovinné homogenni desky

meli ukazat, ze stejné vzorce pro potencidl nekonecéné desky dostaneme i z obecného
vzorce pro Newtonuv potencial (8.10). Bohuzel v tomto piipadé nic takového ukézat
nelze! Bezprostredni vypocet Newtonova potencidlu pro uvazovanou desku vede totiz na
divergentni integral (integrél je v tomto piipadé v absolutni hodnoté nekonecné velky),
jak hned odvodime.

Hledejme nejprve Newtoniiv potencidl pro homogenni kruhovy vélec, jehoz osou je osa z
prochézejici uvazovanym bodem P. Vysku valce ozna¢me h, jeho polomér r*. Z tohoto
valce dostaneme nekone¢nou desku limitnim prechodem pro r* — oo. Pro potencial na
ose valce plati:

r* 27 h/2

"dr’ d¢' d2’
- gav--caf ] | Tz
0 0 —h/2 (=)
"o o (11.8)
:—27TGQ/ { r’2+(z—z’)2] dz’.
—h/2 =0

Kdybychom mohli provést limitni prechod za znamenim integralu, je divergence posled-
niho integralu ihned ziejma, nebot integrand roste do nekonecna pro r* — oco. Postupujme
vsak presnéji. Uvazujme pro jednoduchost jen body nad deskou, tj. z > h/2. Uzitim vzorce
pro neurcity integrél (viz [Rektorys and spol., 1963] a priklady za timto paragrafem)

1
/\/@2 + 22 dr = 5 [x\/aQ + 22 +a*In (m +Va?+ ZL‘Q)} +C (11.9)
lze potencial na ose valce vyjadrit ve tvaru
UP)=nGor"[d-u—(d+ h)w+r*In(w/u)|, (11.10)

kde d = z — h/2 je vzdélenost pozorovatele P od horni podstavy vélce a

2
u = 1—1—({) —i*,
r r

(11.11)
<d+h>2 d+h
w=1+ - -
r r
Pro velka r* dostavame uzitim prislusnych Maclaurinovych rozvoji vyjadieni
1
UP)=—-2rGohr"+2rGoh(d+h/2) +—(...). (11.12)
r

Toto je Newtontv potencidl na ose kruhového valce, ktery ma velky polomér. Pfechodem
k nekonecné desce, tj. pro r* — 400, dostaneme U(P) = —oo v disledku prvniho ¢lenu
na pravé strané.

Vidime, ze pokud je teorie gravitacniho nebo elektrostatického pole zaloZena na obec-
nych vzorcich pro Newtoniv potencidl, coz je bézné ve vétsiné ucebnic, tato teorie ztros-
kotava v pripadé nekonecné desky. V ucebnicich se o tomto selhani radéji mléi, protoze
jeho pric¢iny pfi zvoleném pristupu obvykle zlstavaji zahaleny tajemstvim. Bézné se totiz
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11.2. O nemoznosti zavedeni Newtonova potencialu pro nekonecnou desku

v prislusnych vykladech vychazi z obecnych vzorct pro Newtontiv potencial. Jakmile se
vSak pristoupi k nekonefné desce nebo jinému nekoneénému modelu (napt. nekonecény
valec nebo drat), zapocne se vyklad vypoctem intenzity a teprve z ni se uréi potencial,
jak jsme to délali na zacatku tohoto paragrafu. Pripadné se o potencidlu pro nekonecnou
desku viitbec nemluvi.

Z hlediska pristupu, ktery pouzivame v téchto skriptech, je vyklad uvedeného selhani
teorie Newtonova potencidlu velice snadny. Za zaklad totiz bereme popis pole pomoci in-
tenzity. Pouze v pripadech, kdy lze zaménit poradi integrace a derivace (gradientu) v pii-
slusnych vzorcich, lze zavést popis pomoci Newtonova potencidlu. V ptipadé nekonecné
desky tedy zfejmé nejsou pottebné predpoklady pro zaménu splnény, protoze Newtontiv
potencial nelze zavést (blize viz kap. 12). Potenciél, ktery se ndm vyse presto podarilo
nalézt, je tedy jinym typem potencialu, nikoliv potencidlem Newtonovym.

Pokusme se vyjasnit, méa-li nalezeny potencidl pro nekonec¢nou desku (11.4) vibec né-
jaky vztah k Newtonovym potencidlim. VSimnéme si blize vzorce (11.12) pro Newtonav
potencial kruhového valce o velkém poloméru. Poloha uvazovaného bodu P na ose vélce
je charakterizovana vzdélenosti d od horni podstavy, tedy U(P) = U(d). Prvni ¢len na
pravé strané tohoto vzorce neobsahuje d, pro dany valec je to tedy konstanta, kterou
vlastné nemusime uvazovat. Potiz spociva jen v tom, ze pri prechodu k nekonecné desce
roste hodnota této konstanty nade vSechny meze. Kdybychom vsak tuto konstantu neu-
vazovali a presli k limité pro r* — oo, zistane na pravé strané vzorce (11.12) jen druhy
¢len. Tento ¢len neni ni¢im jinym, nez vzorcem (11.4), ktery byl pro potenciil odvozen
vyse (pro bod nad deskou, tj. pro z > h/2). Zcela formalné, kdybychom nekoneéno mohli
rovnopravné pritadit k realnym ¢islim, mohli bychom vysledek formulovat nasledujicimi
slovy. Potencialy pro nekonec¢nou desku, odvozené v predchozim paragrafu, se od prislus-
nych divergentnich Newtonovych potenciali lisi ,,jenom® o jistou nekonecnou konstantu.
To blize vysvétluje i situaci, pro¢ Newtoniiv potencidl existuje pro valec o koneéné vysce h
a o libovolné velkém, ale koneéném, poloméru, a pro¢ uz neexistuje pro nekonecnou desku.
Vysvétleni mtizeme tedy formulovat tak, ze Newtoniiv potencidl pro valec v sobé zahrnuje
jistou konstantu tmérnou poloméru, ktera nevadi, pokud polomér zlistava konecny, avsak
znehodnocuje vysledek pti prechodu k nekonecéné desce.

Abychom dostali spravny potencial pro nekone¢nou desku, postacilo by divergentni
Newtontv potencial ,prekalibrovat®, tj. odstranit z néj nekonecny clen. Takovéto kalib-
racni transformace, tj. vyskrtavani nepohodlnych singularnich ¢lent, jsou hojné pouzivané
v mnohych fyzikalnich teoriich. Nicméné z matematického hlediska nemaji takovéto trans-
formace nalezité opravnéni; v matematice zanedbavame vzdy jen Cleny nekonecné malé,
nikoliv ¢leny nekonecné velké.

Kdyz uz jsme se pustili v tomto paragrafu do ,kritiky“ Newtonova potencialu, pojdme
jesté dale. Z predchoziho rozboru by se mohlo zdat, Ze vSechny problémy s Newtono-
vym potencidlem zmizi, pokud budeme uvazovat jenom omezend télesa. Avsak ani to
neni docela pravda, mame-li na mysli vypocetni stranku problému. Vratme se k vypoctu
gravitacniho pole na ose kruhového valce, ktery mé koneéné rozméry. Vypocet intenzity
(priklad 1 v predchazejicim paragrafu 11.1, vzorec (11.7)) byl velice snadny, protoze pri
integraci bylo mozné vSechny primitivni funkce vyjadrit pomoci odmocnin. Naproti tomu
vypocet potencidlu vedl na podstatné slozitéjsi integral (11.9). Tato situace, kdy vypocet

vvvvvv

83



Kapitola 11. Gravitacni a elektrostatické pole nekonecné rovinné homogenni desky

bude uvedeno v nasledujicim dilu skript. Dospivame tak k ponékud neoc¢ekavanému a pa-
radoxnimu zjisténi, Ze vypocet formalné jednoduchého integralu (8.10) pro potencidl byva
obtiznéjsi nez vypocet slozitéji vyhlizejicich integrala (7.15) pro intenzitu. Jednou z maéla
vyjimek, které potvrzuji toto pravidlo, je ptipad koule (kap. 10), kdy vypocet potencialu

byl jednodussi nez vypocet intenzity.

Uvedené diskuze naznacuji, ze potencial bychom méli spiSe povazovat za velice uzi-
tecnou matematickou pomiicku, nez za pojem s prilis hlubokym fyzikalnim vyznamem.
Meli bychom na néj pohlizet spise jako na veli¢inu odvozenou, nesnazit se z néj vycha-
zet pri budovani fyzikalnich teorii, jak se o to iporné pokouseji autori mnohych ucebnic
ve snaze o maximalni zjednoduseni matematické stranky problému. Zjednodusovani ja-
kékoliv teorie je zajisté chvalyhodné, ale nesméji se prekrocit jisté meze. Vystizné tento
problém vyjadril A. Einstein slovy: ,Make everything as simple as possible but not sim-
pler® (Udélej vSechno tak jednoduché, jak jen je mozné, ale ne jednodussi). Snaha, s niz
se Casto setkavame, o vybudovani celé gravimetrie, elektrostatiky a magnetostatiky pouze
na zakladé Newtonova potencidlu je tim prekro¢enim povolenych mezi.

Ulohy
1. Odvodte vzorec (11.9) pro neurcity integral

/\/@2 + 22 dx.

ResSeni: Nejprve integraci per partes dostaneme [Smirnov, 1961]

vaz+ 22 dr = xva? + 2?2 — /
/ 1/a2_|_x2

V poslednim integrélu pii¢téme a odeétéme v Citateli ¢islo a?. Pfedchozi rovnost
pak nabyva tvaru

dx
2/\/a2+a:2dx:x\/a2+x2+a2/7.
Vva? + z?

K vypoctu posledniho integralu pouzijeme Eulerovu substituci
Va2 +a22=t—z, t=x+Va>+22 (11.13)

Umocnénim prvni rovnosti po upravé dostaneme

t? —a?
T Ty
Odtud ) )
\/aQ—i—xQ:t—x:t ;—ta’
t2
do = 0% g
212
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11.3. Nekonecna rovinna vrstva a dvojvrstva

Protoze je t = x 4+ va? + 22 kladné pro libovolné redlné = (pokud a # 0), pro
posledni integral dostavame

dx dt
/m:/t:mt—l—C:ln(m—F \/a2+l'2)+0.

Platnost vzorce (11.9) je nyni jiz zfejma.

2. Odvodte vzorec (11.9) tim zpusobem, ze Eulerovu substituci provedete na samém
zacatku.

3. Odvodte naésledujici vzorce pro hyperbolické a hyperbolometrické funkce
[Rektorys and spol., 1963]:

(coshz)" = sinh z,
(sinhx) = coshz,
cosh? x — sinh®z = 1,
cosh? z + sinh? z = cosh 2z,
1 + cosh 2z (11.14)
5 )
sinh 2z = 2sinh z cosh z,

argsinhz = In (x—l— va?+ 1),
argcoshz = In (x—i— Va? — 1) (x >1).

cosh?r =

4. Odvodte vzorec (11.9) uzitim vzorcu (11.14) z predchoziho prikladu.

Navod: Pouzijte substituci x = a sinh t.

11.3 Nekonecna rovinna vrstva a dvojvrstva

Uvazujme opét nekonecnou rovinnou homogenni desku, kterou jsme se zabyvali v pre-
deslych paragrafech (obr. 20). Zmensujme nyni tloustku desky h a soucasné zvétsujme
hustotu tak, aby se soucin téchto hodnot ¢ = ph nezménil (v tomto piipadé se hmota
libovolné c¢asti desky pri ,stlacovani® zachovavd). V limité pro h — 0 prechézi deska v jed-
noduchou vrstvu s plosnou hustotou o. Uzitim (11.4) dostdvame potencidl této rovinné
jednoduché vrstvy ve tvaru

U(z) =2nGolz|, —00 < z < 00. (11.15)

Pro tuto specidlni jednoduchou vrstvu odtud ihned plyne (viz téZ zmény v obr. 21 pri

h — 0):
a) Potencidl jednoduché vrstvy je vSude spojity.
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b) Prvni derivace potencidlu ve sméru normély k plose je na této ploSe nespojitd, tj.
intenzita ¥ = — grad U ma na plose nespojitou norméalovou slozku:

E.(04) — E.(0-) = — 47 Go. (11.16)

Zde je rozdil od objemového potencialu, ktery ma prvni derivace vSude spojité.

V ucebnicich se dokazuje, ze vlastnosti a), b) jsou obecnymi vlastnostmi potencidlu jedno-
duché vrstvy, platnymi pro velmi obecné nerovinné plochy a pro proménnou plosnou hus-
totu [Gjunter, 1953, Pick et al., 1973, Sretenskij, 1946, Tichonov and Samarskij, 1955],
viz kap. 13. V predchazejici kapitole jsme stejné vlastnosti zjistili u pole kulové slupky;,
vzorec (11.16) je shodny s (10.59). Pribéh gravita¢niho potencidlu a intenzity v zavislosti
na souradnici z je schematicky znazornén na obr. 24.

/M}

™
W

e

Obrézek 24: Pribéh gravita¢niho potencidlu a intenzity pro nekoneénou hmotnou rovinu
ve sméru kolmém k této roviné.

Pro pripad elektricky nabité roviny s plosnou hustotou nédboje ¢ dostaneme zrejmé
namisto (11.15) a (11.16) nésledujici vzorce:

U(z):—i|z|, —00 < z < 00, (11.17)
280

E.(0+) — E.(0—) = ;‘0 (11.18)

Uvazujme nyni dvé rovnobézné roviny nabité rovhomérné se stejné velikymi plosnymi

hustotami, ale opa¢ného znaménka (obr. 25). Oznac¢me d vzdalenost desek, o plosnou

hustotu naboje na jedné z nich, (—o) na druhé. Osu z kartézské soustavy zvolme kolmo

k rovinam, pocatek zvolme uprostfed mezi rovinami. Potencidly pro jednotlivé roviny

dostaneme jednoduchou tpravou vzorce (11.17). Pro vysledny potencidl dvojice opacné
nabitych rovin dostavame
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11.3. Nekonecna rovinna vrstva a dvojvrstva

z
P
, +7
‘Z,,,¢ OLM,,., -
-

Obrazek 25

Odtud plyne

od d
_ > Z
U(z) 2o, pro z = o,
U(z) = 7z pro |z| < gl’ (11.19)
€0 2
d d
U<Z):_2U€0 pro z < ——

Obdobné, jako jsme vyse presli od desky k jednoduché vrstveé, prejdeme nyni od dvo-
jice jednoduchych vrstev ke dvojvrstvé. Zmensujme vzdalenost d mezi nabitymi rovinami
a soucasné zvetsujme plosné hustoty tak, aby se soucin téchto hodnot v = o d nezmé-
nil. V limité pro d — 0 prechéazi soustava dvou rovin ve dvojvrstvou s ploSnou hustotou
elektrického dipélového momentu v. Pro potencidl dvojvrstvy plyne z (11.19):

v

U(z)zz— pro z > 0,
o (11.20)
Ulz) = — — oz <0.
(2) 2o pro z
Vidime, ze pri prichodu dvojvrstvou se méni nespojité uz sam potencial:
UO0+) —U0-) = 2. (11.21)
€o

Lze opét ukazat, ze vzorec (11.21) plati mnohem obecnéji, i pro nerovinné a nehomogenni
dvojvrstvy.

Uloha

1. Kapacita deskového kondenzatoru. Uvazujme deskovy kondenzator, jehoz kazda
deska mé plochu S a vzdéalenost mezi deskami je d. Predpokladejme, Ze rozméry de-
sek jsou mnohem vétsi nez jejich vzdalenost d (abychom pfi vypoc¢tu mohli zanedbat
efekty na okrajich kondenzatoru). Odvodte vzorec pro kapacitu kondenzatoru, je-li
mezi deskami

a) vakuum;

b) latka o permitivité e.
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ResSeni: Jsou-li rozméry desek mnohem vétsi ne’ jejich vzdalenost, pak se ndboj Q
preneseny na neuzemnénou desku rozlozi po této desce priblizné s konstantni plosnou
hustotou o, pro niz plati ) = S ¢. Na uzemnéné desce se indukuje ndboj s plosnou
hustotou (—o). Potencidly na deskach, je-li mezi nimi vakuum, udava prvni a treti
ze vzorcu (11.19). Uzitim vzorce C = Q/(Uy — Us), viz (10.65), dostavame pro
kapacitu deskového kondenzatoru vzorec

C = 502. (11.22)

Je-li mezi deskami kondenzatoru latka o permitivité e, dostavame obdobné

S
0—55.

11.4 Néktera zobecnéni, na néz ukazuji resené pri-
klady

Dosud vysetrované modely v predeslé a v této kapitole, vedle konkrétnich aplikaci, po-
slouzily i k ilustraci nékterych obecnych vlastnosti potencidlovych poli. Tak vlastnosti
objemového potencidlu jsme ilustrovali na pripadu Newtonovy koule a rovinné desky,
vlastnosti potencidlu jednoduché vrstvy na kulové slupce a rovinné vrstvé, vlastnosti po-
tencialu dvojvrstvy na rovinné dvojvrstveé.

Ve vsech vysetrovanych pripadech jsme zjistili, Ze 1ze nalézt potencial, ktery je omezeny
v celém prostoru (tj. vné i uvnitt zdroju). Lze oc¢ekavat, Ze zjisténa omezenost je obecnou
vlastnosti objemového potencidlu a potencialt jednoduché vrstvy a dvojvrstvy. Obecnymi
diikazy se budeme zabyvat v kap. 12 a 13.

Kromeé toho Ize z jednoduchych vysettovanych modelt napiiklad usoudit, ze by pro spo-
jitost potencialu a jeho derivaci mély obecné platit vlastnosti, uvedené prehledné v tab. 1.
7 této tabulky je vidét, jak se zhorsuje spojitost pole na hranici télesa pri prechodu od ob-
jemovych zdroji k jednoduché vrstvé a dale ke dvojvrstvé. Tvrzeni o nespojitostech jsme
dokazali tim, Ze jsme nalezli konkrétni priklady, kdy k takovym nespojitostem dochazi.
Zbyva tedy provést obecné dikazy spojitosti pro veli¢iny uvedené v tab. 1, viz kap. 12
a 13.

Tabulka 1: Chovani potencialu U a jeho prvnich a druhych derivaci ve sméru normély pri
prechodu z vnéjsiho prostoru do mist, kde se nachazeji zdroje pole.

U oU/on | 0*U/on?

Objemové zdroje spojité spojité | nespojité

Jednoducha vrstva | spojité | nespojité

Dvojvrstva nespojité
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