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Uvod

Mnozstvo telies v slnecnej ststave ma rotacnu os kolmiu na rovinu obehu okolo
Slnka. Absorpcia slnec¢nych lucov je pre tieto telesd omnoho mensia v polarnych
oblastiach nez v oblasti rovniku. Dosledkom je variacia teploty na povrchu pozdlz
zemepisnej sirky, ktord sa medzi rovnikom a pélmi moze 1isit o desiatky az stovky
kelvinov. Povrchova teplota telesa predstavuje hrani¢ni podmienku pre rovnicu
vedenia tepla, preto bude chladnutie daného telesa zavisiet na zemepisnej sirke.

Vo vacsine studii zaoberajucich sa termalnym vyvojom planetarnych telies sa
variacia teploty na povrchu telesa neberie v ivahu, pri modelovani rovnice prenosu
tepla sa vacsinou uvazuje konstantna povrchova teplota. Tento predpoklad vsak
nemusi byt splneny, ¢o naznacuje topografia trpaslicej planéty Ceres, ktora pre
stupen spektralneho rozkladu j = 2 vykazuje zmenu topografie medzi rovnikom
a polmi v hodnote az priblizne 2 km.

V tejto praci budeme na jednoduchom modeli konduktivneho prenosu tepla
studovat vyznamnost vplyvu povrchovej teploty a premietnutie tohto vplyvu na
tvar skiimaného telesa. Zaoberat sa budeme dvoma typmi telies - plnym ladovym
gulovym telesom a Tadovou gulovou vrstvou s roznymi hribkami. Jedna sa o
zakladny odhad efektov variabilnej povrchovej teploty na topografiu telesa, preto
pouzijeme model, ktory je zjednoduseny a ktory predstavuje len prvy krok k
dalsiemu pochopeniu skiimanych efektov.

Struktira prace bude pozostévat z roznych kapitol. Najprv predlozime skii-
mané rovnice, vysvetlime pouzité zjednodusenia a predpoklady modelu a predsta-
vime tvar hrani¢nych podmienok. Pomocou spektralneho rozkladu nasledne od-
vodime spektralny tvar rieSenych rovnic a hrani¢nych podmienok, ktoré metédou
konec¢nych diferencii upravime do tvaru vhodného pre riesenie numerickymi metoé-
dami. Numerické riesenie vykoname nami vytvorenym pocitacovym programom.
Dalej priblizime pouzité metédy pre vypocet topografickych zmien a rychlosti
fazovych zmien z dat ziskanych numerickymi rieseniami. Nakoniec predstavime
dosiahnuté vysledky a ich zhodu s ocakavanim a pozorovanim realnych telies.



1. Konduktivny prenos tepla v
gulovom telese

Teplo sa vnutri telesa prenasa z bodu A do bodu B vplyvom rozdielnych tep-
16t v danych bodoch. Prenos tepla je uskutoéneny pozdlz teplotného gradientu
z teplejsich casti telesa do chladnejsich. Medzi hlavné metédy prenosu tepla v
materidli patri konduktivny prenos tepla a konvektivny prenos tepla. Konduk-
tivny prenos tepla je uskuto¢neny kmitanim a narazmi molektl, jednd sa teda o
prenos tepla cez makroskopicky stacionarny material. Konvektivny prenos tepla
je uskutocneny pradmi materialu vnutri telesa. Schopnost materidlu konduktivne
prenasat teplo vyjadruje vodivost k, ktora ma specifickii hodnotu pre kazdy druh
materidlu.

1.1 Rovnice a okrajové podmienky

Vyvoj teploty T vnutri telesa s hustotou p, tepelnou kapacitou ¢, a vodivostou
k mdzeme urcit vyriesenim rovnice vedenia tepla v tvare

T
pcp%t =V - kVT — pc,v- VT +Q, (1.1)

kde t je Cas, ¥ je rychlost materidlu a @ je teplo produkované tepelnymi zdrojmi
v telese. Predpokladame, ze konvektivny clen je v nasom pripade zanedbatelny
voc¢i konduktivnemu ¢lenu, pre nas model preto plati

|pc,¥ - VT'| < |V - kVT|. (1.2)

Dalej predpokladame, Ze teleso sa nachidza v kvazistacionarnom stave, budeme
preto uvazovat platnost vztahu

or
ot
Implementovanim prepokladov [I.2] a [I.3] ma rovnica vedenia tepla [I.1] tvar

0. (1.3)

V-kVT = —Q. (1.4)

Rovnicu mobzeme zavedenim pomocnej premennej ¢, ktord ma vyznam tepel-
ného toku, prepisat na sistavu rovnic

i=—kVT
V.i=Q.

Sustavu rovnic rieSime vnitri dvoch réznych telies gulového tvaru, tvorenych
prevazne ladom. Budeme preto pracovat so sférickym siradnicovym systémom,
teplotu budeme riesit v tvare T'= T'(r, 0, ¢).

Prvym sktmanym objektom je plné gulové ladové teleso s polomerom Ry, =
476 km (zodpoveda napriklad trpaslicej planéte Ceres). Uvazujeme teleso tvorené
vyhradne ladom, ¢o je oproti realite len zjednodusenie. Druhym skiimanym ob-
jektom je ladova vrstva gulového telesa (zodpovedd napriklad mesiacu Jupitera

(1.5)
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Obr. 1.1: Zavislost predpisanej hrani¢nej podmienky teploty na kolateralnom uhle
6 (Hayne a Aharonson, [2015)).

nazyvanom FEuropa). Tato ladova vrstva m& polomer vnitornej hranice Ry, a
polomer vonkajsej hranice Ry, = 1560 km, ¢o je rovné polomeru celého gulového
telesa.

Pre oba skiimané objekty predpisujeme hraniéni podmienku ako teplotu na
povrchu T'|,_g,,, = Tiop, kde Tj,p, mé tvar (Hayne a Aharonson, 2015))

Tyop(0) = (130 sin7 6 + 20) K . (1.6)

Pre plné Tadové teleso budeme v dalsej kapitole navyse predpisovat podmienku
pre teplotu v strede telesa, dovodom vsak bude pouzitie spektralnej metody. Pre
Tadovi vrstvu eSte okrem podmienky [I.6] uvazujeme ohrievanie vntitornej hranice
vrstvy oceanom vnutri telesa. Pre tento pripad preto predpisujeme aj hrani¢ni
podmienku T'|,—g, , = Thor vV tvare

Thor = 270K (1.7)

¢o je teplota mrznutia vody.
Tepelné zdroje () uvazujeme len v pripade plného gulového telesa, kedy pra-
cujeme s konstantnou hodnotou (Hayne a Aharonson| 2015])

Q=2-10"*Wm™. (1.8)

V pripade ladovej vrstvy neuvazujeme ziadne tepelné zdroje, teda ) = 0. Pred-
pokladame vsak, ze vnitorni hranicu ladovej vrstvy ohrieva ocean vnutri telesa.
Vodivost k predpokladdme v tvare (Petrenko a Whitworth, (1999)

ko
k==, (1.9)
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kde ky = 651 Wm™!. Vodivost v tvare odpoveda vodivosti Tadu, ¢o je pre
pripad planéty Ceres len zjednodusenie. Zaroven mézeme pre vodivost [1.9|prepisat
sustavu rovnic [LL5 do tvaru

(1.10)

kde T = InT.



2. Riesenie problému spektralnou
metodou

Spektralne metody si metddy pre riesenie diferencidlnych rovnic, ktoré ne-
maju jednoduché analytické riesenie. Princip tychto metdd spociva v priestorovej
diskretizacii a rozvoji hladanych funkcii do vhodnych bazovych funkcii.

2.1 Spektralny rozklad rovnic

Ststavu rovnic zjednodusime rozkladom hladanych veli¢in do bazovych
funkcii. V nasom pripade je prirodzené ako bazové funkcie pouzit sférické har-
monické funkcie Y}, (6, ¢), resp. vektorové sférické harmonické funkcie ij 0,0),
ktoré s definované predpisom (Golle a kol.| 2012)

(2j+1)(jfm)!p,m(cos 0)e’® m >0

Vin(0,0) = L\ st 5 2.)
(1Y 09 "<
?fm Z Z Ckl/luy;ﬂ/ ¢) Cus (22)
p=—1lv=—"k

kde Pj,,(cosf) st pridruzené Legendreove funkcie, C{™ st Clebsch-Gordanove

vip
koeficienty, €, je vektor komplexnej cyklickej bazy, ¢ je uhol zemepisnej dlzky
brany v intervale [0°,360°] a § je uhol zemepisnej Sirky brany v intervale [0°, 180°].
Hladané veli¢iny ¢ a T teda rozlozime do tvaru
j+1

q(r,0,¢) = Z Z Z qjm m@gf)) (2.3)

j=0m=—j = |j 1]

T(r,0,¢) = ZZTW Yim(0,9) . (2.4)

J=0m=—j
Nésledne si staci uvedomif, Ze tloha nezavisi na uhle ¢, preto bude rad m sféric-
kych harmonickych funkcii nulovy. Zaroven je nasa tloha symetricka voci rovniku
telesa, preto jediné nenulové prispevky sumy budt pre parnu hodnotu stupna j
sférickych harmonckych funkcii. Rozklad hladanych veli¢in tak ma tvar

100 = 5 5 gm0 (2.5)
J=0,2,4,... I=|j-1]
T(,0.0)= > Tlr)Vinl6). (26)

Dosadenim rozkladov a do stistavy rovnic dostdvame ststavu
rovnic v tvare

i Jil Gjolr ):_kov<§Tj0(T)Y}o(9)>
o = (2.7)
<ZZ o) =@



Kedze sumy st v rovniciach z dovodu rozkladu do zvolenych bazovych funkeii,
mozeme predpokladat, ze konverguji rovnomerne a moézeme tak zamenit sumy
a derivacie. Pouzijeme vzorce pre gradient, resp. divergenciu sic¢inu radidlnej a
uhlovej funkcie (Golle a kol., [2012)), v nasom pripade budd mat tvar

V(@) = 5775 (G + ) T ) 23
| 2.8
s e
j+1 - J i — g1 i1 r
(l %:llqgo ) _( j+1 (dr r )qJO (r) 2.9)

Tx1/d 42y
2]+1(mf+r>%g%m)%“@'

Vztahy a dosadime do sustavy rovnic 2.7, celkovo tak ziskame ststavu
rovnic v tvare

00 Jj+1 00 . .
J d Jj+1\x i
>y qjo o(0) =—Fko Y ( 5711 (dr + T>Tj0(7’>Yg% H(0)

e jfi_l 4 (2.10)
J i\7 -
2j+1Qﬁ_r>%any%®)

d g1\ G j‘l-l(d j+2>j+1 o
g(\/;(dr r )Qjo (r) 25 +1 dr+ r Tjo (r) }/30(9)—62-
(2.11)

Sférické harmonické funkcie tvoria tiplny systém v skimanom priestore, preto pre
kazdy stupen j dostaneme trojicu rovnic

@g@g:—%nji Qi+jjl)ydm (2.12)
80 = ko[ 25 (5 = 1)) (213)

J d j—1\ ;- j+1/d  j+2\
i1~ )0 = o () 0 = Qe
(2.14)

Pozadované okrajové podmienky pre plné ladové teleso vyjadrujia rovnice

Tjo(Riop) = I (Tiop) jo (2.15)
G (0)=0 j=0 (2.16)
_0 j>0, '



kde podmienka je ekvivalentnd podmienke [I.6] podmienka pre j =0
zabezpecuje diferencovatelnost funkcie 7'(r) a pre j > 0 zabezpecuje korektnost
pouzivania sférickych harmonickych funkecii.

Pre Tadovi vrstvu su pozadované okrajové podmienky v tvare

TjO(Rtop) = In (T}0p) jo (2.17)
Tjo(Root) = In (Thor)jo  j =0 (218)
Tj0(Rpot) = 0 j>0,

kde podmienka je ekvivalentnd podmienke [1.6], podmienka [2.1§ pre j = 0
je ekvivalentna podmienke a pre j > 0 zabezpecuje korektnost pouzivania
sférickych harmonickych funkcii.

Riesenim rovnic2.12} 2.13]a 2.14]s okrajovymi podmienkami [2.15]a [2.16] resp.
- E st prislusné koeﬁmenty To(r) spektralneho rozkladu T(r). Dosadenim
tychto hodnét do rozkladu [2.6] ziskame funkciu T'(r, §), ktortt mdzeme previest na
rozlozenie teploty 17" pomocou vztahu

T(r,0) = 70 (2.19)

Ststavu obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic 2.12], 2.13] a [2.14] pre koeficienty

qgo_ (r), q%’ (r) a Tjo(r) riesime metédou koneénych diferencii.

2.2 Aplikacia met6dy konecnych diferencii

Metoda konecnych diferencii je metdda aproximacie riesenia diferencialnych
rovnic, ktoré nemaju analytické riesenie. Princip tejto metédy spociva v diskre-
tizacii hladanych funkcii na zvolenej sieti, vdaka ¢comu sa moze problém diferen-
cidlnych rovnic zjednodusit na stustavu jednoduchsie riesitelnych rovnic. Zvycajne
je tuto sustavu rovnic potrebné riesit numerickymi metédami.

V nasom pripade spociva aplikacia metody konecnych diferencii v diskretiza-
cii neznamych funkcii na vhodne zvolenej mnozine. Koeficienty tepelného toku
@1, ¢! a vodivost k diskretizujeme na sieti (mnoZine) sfér, pricom prva sféra
odpoveda sfére s polomerom skimaného telesa Ry, a poslednd sféra odpoveda
sfére s minimélnym, nami zvolenym polomerom. Tuto siet budeme nazyvat ¢-
siet. Jemnost siete urcujeme pomocou poctu sfér N v danej sieti, resp. pomocou
vzdialenosti susednych sfér Ar. MnoZinu polomerov sfér g-siete oznac¢ime {r; }¥,.
Veli¢inu T' diskretizujeme na odlinej sieti (mnozine) sfér, kde sa kazdéd sféra na-
chadza vo vzdialenosti rovneJ prave 7” od najblizsej sféry v g¢-sieti. Tato siet
budeme nazyvat T-siet. T-siet vznikne posunutim kazdej sféry v ¢-sieti o vzdia-
lenost A’" smerom od stredu telesa. Mnozinu polomerov sfér T-siete oznacime
{5 )4 1 . Obidve siete sfér si znazornené na obrazku .

Vdaka diskretizacii mézeme pre Iubovolni diskretizovand funkciu f(r) apro-

ximovat jej deriviciu v bode (r; + £7) ako
Ary _ f(ri) + friv)
e
/ (TZ M ) Ar '

Takymto sposobom si vyjadrime derivacie hladanych funkcii v rovniciach [2.12]
D13 a 214 a dostaneme rovnice

- i (Tyo(si) = Tjo(siv1) |+ 1T 0(si) + Tjo(sis1)
() = —kgy | —2 (JO ASilas ! ! +) 2.21
To (7:) 0 25+ 1 Ar + i 2 (2:21)

(2.20)




Obr. 2.1: Nacrtnuté znazornenie T-siete a g-siete pouzitych pri aplikacii metédy
konecnych diferencii. Oznacenie danych sfér vyjadruje ich polomer.

Gy J+1 <Tj0<3i) — Tjo(sis1) B iTjO(Si) + TjO(SiJrl)) 999
T (1) = ko5 Ar i 2 (2.22)

. - ' - -
J (qgo (i) = qfo (i) J=1q (r) + g (7"1'+1)>_

27 +1 Ar T 2
- i1 (qjgl(ri) — qjgl(riﬂ) n J+ 261%1(7%’) + (J%rl(riﬂ)) — Qi
2j+1 Ar T 2 e

(2.23)

Okrajové podmienky a taktiez vyjadrime pomocou diskrétnych hodnot
premennych, ¢im dostaneme rovnice

Tjo(s1) + To(s2)

9 = hl (T;fop)jo (224)
G () =0 7=0 (2.25)
TjO(SN) + Tj0(5N+1) =0 j > 0.

Okrajové podmienky a opat vyjadrime pomocou diskrétnych hodnot

premennych, ¢im dostaneme rovnice

Tjo(s1) + Tjo(s2)
2

— In (Thop)j0 (2.26)

2

- : | (2.27)
Tjo(sn) +Tjo(sn41) =0 Jj>0.

{Tjo(SN)JrTJ'O(SN“) =1In(Thot)jo j=0

9



2.3 Numerické riesenie

Rovnice 2.21], [2.22] a [2.23] s okrajovymi podmienkami [2.24] a [2.25] resp. [2.26
a predstavuju stustavu 3N + 1 linedrnych rovnic pre kazda hodnotu j. Tuto

sustavu prepiSeme do maticového tvaru A¥ = ¢, pricom pouzijeme oznacenie
konstant

J _
a1p = 2 +1 a3; = a1
, J . J
ajp = (j+1) . az = (j—1) -
2 1 2 1
It 7+ (2.28)
a J 1 ass = a
21 = 2 +1 33 = Q21
j+1 _ j+1
= = 2
agy = J 211 ass = (7 +2) 21
Jednotlivé ¢leny stustavy rovnic AZ = 4 maju tvar
: 0 0 : 0
% + kg;f 1 0 —aﬁ + k% 0
A= | -2 ka2 1 o2 | a2 0
0 ’ asir __ as2 __ass as4 0 ! __ a3 __ as2 ass __ as4
Ar 2s; Ar 2s; Ar 2s; Ar 2s;
(2.29)
7}0(81) (EOP)JO
i—1 0
@' () ;
qjoﬂ(?”l)
J Qj05jo
Tjo(Sz) 0
Jj—1 0
N Q5o (72) N
T = ; Yy = "y 2.30
qjél(w) ng 0 ( )
T’jO(SN) QJB(SJO
Qjo(TN) 0
Tio(sn+1) 0

Stustavu AZ = § rieSime numericky vytvorenim programu pomocou programo-
vacieho jazyka Python, do kodu najprv implemetujeme objekty A, 7 a y. Kedze
matica A je pasova a riedka, sustavu AZ¥ = ¢ rieSime LU rozkladom pomocou
kniznice Scipy. Vystupom programu je rozlozenie teploty v danom telese, presnost
tohto rozlozenia ur¢ujeme pomocou jemnosti danej teplotnej siete, tj. poc¢tu sfér
vnutri telesa, na ktorych vyhodnocujeme teplotu. V nasom pripade urc¢ujeme tep-
lotu na 100 rovnomerne rozlozenych ekvidistantnych sférach vnutri telesa, teda
N =101.
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2.4 Odhad topografie telies

Jednym z cielov tejto prace je odhadnutie topografie telesa generovanej teplot-
nymi zmenami. Jedna sa o pomerne naro¢ny problém, kedze topograficka odozva
zavisi na reologickych vlastnostiach daného telesa. V tejto kapitole vykoname tri
typy odhadov - odhad pomocou Prattovej izostazy, odhad pre elastické teleso a
odhad pre viskozne teleso.

Na rozdiel od predchadzajiceho textu, kde premenna ¢ oznacovala cas, vyhra-
dzujeme v tejto kapitole oznacenie t pre topografiu telesa.

2.4.1 Odhad topografie pomocou Prattovej izostazy

Prattova izostéza predpoklada, ze tlakova sila generovand topografiou na po-
vrchu telesa je kompenzovand vztlakovou silou hustotnych anomalii vnutri telesa.

Rovnovahu vztlakovej sily, ktord posobi v radidlnom smere €,, a tlakovej sily
topografie, ktora posobi v smere —¢€,., vyjadrime vzfahom

Rtop —
[ par)alT(r.0) = T()rdr = tpg(Ru) B2, (231)
bot
kde g(r) znaci stredni hodnotu gravitacného zrychlenia vo vzdialenosti r od
stredu telesa, o znadi koeficient teplotnej roztaznosti telesa (Tabulka [2.1) a T
znaci strednt hodnotu teploty. V roznych literattirach sa taktiez stretavame s va-
riantou vztahu bez ¢lenov r* a Ry,
tlakovi rovnovahu.
Odhad topografickych zmien telesa, zalozeny na Prattovej izostaze, je silno
zjednoduseny, kedZe nezahina ziadne reologické vlastnosti materialu.

¢o namiesto silovej rovnovahy vyjadruje

2.4.2 Odhad topografie pre elastické teleso

Pre elastické teleso uvazujeme limitny pripad, kde predpokladame velka vis-
kozitu materialu, zanedbavame tak jeho viskézne tecenie. Odozvu telesa na obje-
mové a hustotné zmeny aproximujeme elastickou deforméciou.

Za tcelom odhadu deformacie definujeme variaciu teploty vztahom

AT =T(r,0) —T(r). (2.32)

Tenzor napétia t rozlozime na izotropnu a deviatoricku cast. Naslednym zahrnu-
tim objemovych zmien v doésledku teplotnych variacii dostaneme stustavu rovnic
(Devaux a kol., |2000)

2
tD:u@m+(vmf—§v-mQ (2.33)
V-ﬁ:-%+aAT, (2.34)

kde K je modul stlacitelnosti (Tabulka [2.1]), & je modul torzie (Tabulka [2.1)), @
je posunutie a p je tlak. K stistave rovnic a pridame rovnicu rovnovahy
v tvare

Vet+f=0, (2.35)
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kde f vyjadruje vztlakové sily v dosledku deformacii a teplotnych zmien telesa.
Na povrchu (vonkajsej hranici) telesa predpisujeme podmienku v tvare (Soucek
a kol., 2019)

t(Riop, 0) - € = —ur(Riop, 0)9(Riop) pEr - (2.36)

Pre Tadova vrstvu predpisujeme podmienku aj na vnutornej hranici telesa vzta-
hom

_t(Rbot> 0) : gr = _ur(Rbota e)g(Rbot)(pw - p)ér + V(Rbot7 Q)pwér ) (237)

kde p, je hustota vody nachadzajica sa pod ladovou vrstvou a V' su variacie
gravitacného potencialu v dosledku deformacie telesa. Pri oboch podmienkach
a predpokladdme, Ze mozeme gravitacné zrychlenie aproximovat jeho
strednou hodnotou.

Vypocet elastickych deforméacii sme nevykonavali, pouzili sme uz vypocitané
odozvové funkcie poskytnuté skolitelom (Ricard a kol., [1984]).

2.4.3 Odhad topografie pre viskézne teleso

V tomto pripade ako material predpokladdame nestlacitelni newtonovska ho-
mogénnu kvapalinu. Tenzor napétia t vyjadrujeme v tvare

t = —pl+n(Vo+(VD)"), (2.38)

kde 7 je viskozita materidlu. Pre jednoduchost predpokladdame rovnicu kontinuity
v tvare

V-79=0. (2.39)
K rovniciam a predpisujeme rovnicu rovnovahy zhodnt s rovnicou [2.35]
Na povrchu (vonkajsej hranici) telesa predpisujeme podmienku v tvare
t(Riop, 0) - € = —t(Riop, 0)g(Riop) pEr - (2.40)
Pre Tadovi vrstvu predpisujeme podmienku na vnutornej hranici v tvare
_t(RbOt7 ‘9) : 87’ - _t(Rbotv Q)Q(Rbot)(pw - p)gr + V(Rbota Q)ngr . (241>

Pre odhad topografie pouzijeme dva modely - model s konstantnou viskozitou
n = no a model s viskozitou n(T") = nof(T') zavislou exponencidlne na teplote,
pricom n(T) sa naprie¢ telesom meni o 5 radov. Riesenie sustavy rovnic a
2.39 nezavisi na amplitude viskozity 79, zavisi len na zmenéch viskozity.

Vypocet deformécii sme, podobne ako pre elastické teleso, nevykonavali. Opat
sme pouzili uz vypocitané odozvové funkcie poskytnuté skolitelom.

2.5 Rychlost fazovej zmeny

Vypocitana teplota nam v pripade ladovej vrstvy umoznuje odhadnit rych-
lost fazovej zmeny na vnutornej hranici telesa. Odhad fazovej zmeny pocitame

pomocou vztahu
Ag, = Lpv , (2.42)

kde Ag, je radidlna zlozka variicie tepelného toku, L je latentné teplo ladu (Ta-
bulka a v je rychlost fazovej zmeny.
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nazov parametru oznacenie hodnota
Koeficient teplotnej roztaznosti o} 1,6-107* K!
Modul stlacitelnosti K 8,8 GPa
Modul torzie 1 3,3 GPa
Latentné teplo ladu L 334 J gt
Hustota vody Puw 1000 kg m~3
Hustota ladu p 920 kg m 3
Gravitacné zrychlenie (Ceres) Goeres(Riop) 0,268 m s~2
Gravitacné zrychlenie (Europa) 9Europa Riop) 1,315 m s 2
Polomer (Ceres) R eres 476 km
Polomer vonkajSej hranice (Europa) Rf;gmp “ 1560 km

Tabulka 2.1: Oznacenie a hodnoty pouzitych parametrov
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3. Vysledky

V tejto kapitole, venovanej vysledkom nasej prace, zavadzame oznacenie teleso
typu Ceres pre plné Tadové gulové teleso a oznacenie teleso typu Furopa pre gulovi
Tadovi vrstvu.

3.1 Teplotna variacia vnutri telesa

Pre pripad telesa typu Ceres je teplotné rozlozenie zndzornené na obrézku
.1} Najvacsi teplotny rozdiel v smere zemepisnej Sirky pozorujeme medzi uhlom
9 =90 °a uhlom 6 = 0 °, resp. § = 180 ° (Obr [3.1] (a)). Z obrézku [3.1] (a) vidime,
ze smerom k stredu telesa sa teplota na poloch a teplota na rovniku priblizuju k
rovnakej hodnote dosiahnutej prave v strede telesa, pricom na povrchu telesa sa
50 K pre polomer telesa r > 402 km a vacsi nez 25 K pre polomer r > 241 km.
Zaroven si mézeme vsimnut, ze zavislost T'(r) je priblizne linearna pre polomer v
rozmedzi od 150 km do 450 km. Linedrnou regresiou by sme zistili, Zze v danom
rozmedzi polomeru sa zavislost 7'(r) d4 aproximovat priamkami

T(r)|g—g- = —1,0r + 546,1 K

3.1
T(F)]pgor = —0,8 + 530,5 K (3.1)

Pre pripad telesa typu Europa je teplotné rozlozenie znazornené na obrazku
B.2] Rozlozenie teploty sme vypocitali pre teleso typu Europa s hribkami vrstvy
5 km, 10 km a 30 km. Znazornujeme len pripad pre hribku rovnt 10 km, pretoze
tvar zavislosti rozlozenia teploty je pre vsetky pripady takmer identicky. Podobne
ako v pripade telesa typu Ceres je najvacsi rozdiel teploty v smere zemepisnej
sirky medzi rovnikom a polom a smerom do stredu telesa sa teploty priblizuju k
rovnakej hodnote dosiahnutej v strede telesa (Obr. (a)). Na povrchu telesa
je rozdiel teplot medzi polom a rovnikom priblizne 87 K, pricom tento rozdiel je
vacsi nez 75 K pre polomer r > 1556 km a vacési nez 50 K pre r > 1553 km. Oproti
konkavnej zavislosti T'(r) v pripade telesa typu Ceres pozorujeme pre teleso typu
Europa konvexnt zavislost T'(r).

3.2 TopografickdA odozva na povrchové zmeny
teploty

Topografie telesa typu Ceres st zndzornené na obrazku [3.3] Z obrazku mo-
zeme vidief, Ze najvicsie topografické zmeny generuje aproximéacia skiimaného
telesa elastickym telesom. Naopak, najmensie topografické zmeny telesa generuje
aproximacia viskéznym telesom. Taktiez si mozeme vSimnuf, ze vo vsetkych pri-
padoch je topografia telesa na poloch zaporna, dochadza tak k priblizeniu poélov k
stredu telesa. Smerom k rovniku telesa sa topografia blizi k nule, nasledne nabera
kladné hodnoty. Maximalnu hodnotu nadobtida topografia na rovniku telesa, do-
chadza preto k oddialeniu rovniku od stredu telesa. Rozdiel medzi aproximaciou
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Obr. 3.1: (a) Zavislost polomeru r telesa typu Ceres na teplote T' pre dva hrani¢né
hodnoty uhlu zemepisnej sirky 6. (b) Zavislost teploty T telesa typu Ceres na
polomere 7 a uhle zemepisnej sirky 6.

Teleso typu Europa (hribka 10 km
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Obr. 3.2: (a) Zavislost polomeru r telesa typu Europa s hribkou 10 km na teplote
T pre dva hrani¢né hodnoty uhlu zemepisnej Sirky 6. (b) Zavislost teploty T telesa
typu Ceres na polomere r a uhle zemepisnej sirky 6.

viskéznym telesom s konstantnou viskozitou a exponencialne klesajticou viskozi-
tou je minimalny, avsak plati, ze pre konstantnu viskozitu su topografické zmeny
mensie.

Topografie telesa typu Europa st pre tri skimané hrubky vrstvy zndzornené
na obrazkoch a[3.6] Pre vsetky pripady opét pozorujeme pribliZenie povr-
chu k stredu telesa v oblasti polov a oddialenie od stredu telesa v oblasti rovniku.
Podobne ako pre teleso typu Ceres generuje aproximacia viskoznym telesom naj-
mensiu zmenu topografie. Rozdiel oproti telesu typu Ceres nastava pre hribku
vrstvy rovnu 5 km a 10 km, kde najvacsiu zmenu topografie generuje aproximacia
pomocou Prattovej izostazy. Pre hrabku vrstvy 30 km uz najvic¢siu zmenu topo-
grafie generuje aproximacia elastickym telesom. Mo6zeme si eSte vsimnuf, ze so
zvacsujucou sa hrubkou telesa sa zmeny topografie zvacsuju pre vsetky aproxima-
cie, vo vsetkych pripadoch sa jedna o mensie zmeny topografie nez pri telese typu
Ceres. Pre aproximaciu viskoznym telesom opét plati, Ze pre konstantnu viskozitu
su topografické zmeny mensie nez pre exponencalne klesajicu viskozitu.
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Teleso typu Ceres
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Obr. 3.3: Zavislost topografie povrchu telesa typu Ceres na uhle zemepisnej sirky
pre styri typy aproximacie daného telesa.
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Obr. 3.4: Zavislost topografie povrchu telesa typu Europa s hribkou vrstvy 5 km
na uhle zemepisnej sirky pre Styri typy aproximacie daného telesa.
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Teleso typu Europa (hribka 10 km)
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Obr. 3.5: Zavislost topografie povrchu telesa typu Europa s hrubkou vrstvy 10
km na uhle zemepisnej sirky pre Styri typy aproximécie daného telesa.
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Obr. 3.6: Zavislost topografie povrchu telesa typu Europa s hrubkou vrstvy 30
km na uhle zemepisnej sirky pre styri typy aproximécie daného telesa.
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Obr. 3.7: Zavislost rychlosti fazovej zmeny na vnutornej hranici telesa typu
Europa na uhle zemepisnej sirky pre tri hriubky daného telesa

3.3 Rychlost fazovej zmeny

Rychlost fazovej zmeny na vnutornej hranici ladovej vrstvy je pre pripady
telesa typu Europa zobrazena na obrazku [3.7] V nasom znaceni znamend kladna
rychlost mrznutie vody a zaporna rychlost topenie ladu. Z obrazku |3.7| vidime,
ze najvacsie rychlosti fazovej zmeny nastavaju pre najtensiu vrstvu. Naopak, naj-
mensie rychlosti nastavaji pre najhrubsiu vrstvu. Z obrazku je tiez zrejmé, ze v
oblasti polov dochadza k mrznutiu vody a v oblasti rovniku dochadza k topeniu
ladu, pricom mrznutie vody na péloch je niekolkonasobne rychlejsie nez topenie
ladu na rovniku. Mozeme si taktiez vSimnut, ze pre vsetky hrubky vrstvy nastava
nulova rychlost fazovej zmeny pre rovnaki hodnotu uhlu zemepisnej sirky, a to
0 = 48°, resp. 0 = 132°.
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4. Diskusia

Pre teleso typu Europa pozorujeme pre vsetky skiimané hriabky vrstvy rela-
tivne malé topografické zmeny pozdlZ zemepisnej Sirky. Najvacsia topograficks
zmena medzi pélmi a rovnikom nastava pre vrstvu hrubky 30 km a aproximaciu
elastickym telesom, tato zmena je mensia nez 2% hriubky danej ladovej vrstvy
a priblizne 0,03 % polomeru celého telesa. Pre aproximdciu viskdznym telesom
taktiez pozorujeme najvacsie topografické zmeny pre hrubku vrsvy 30 km. To-
pograficky rozdiel medzi pélmi a rovnikom je v tomto pripade nanajvys 12 m,
¢o moze v ramci presnosti pouzitych metéd odpovedat nulovym, resp. zanedba-
telnym topografickym zmenam. Aproximacia oboma modelmi odpoveda realnym
pozorovaniam telesa Europa (Nimmo a kol., 2007)).

Pre teleso typu Ceres pozorujeme vyznamnejsie topografické zmeny pozdlz ze-
mepisnej sirky nez pre teleso typu Europa. Maximalny topograficky rozdiel medzi
po6lmi a rovnikom nastava pre aproximéaciu elastickym telesom a je rovny takmer
5 km, ¢o je priblizne 1% polomeru telesa. Topograficky rozdiel medzi pélmi a rov-
nikom pre aproximéaciu viskéznym telesom je priblizne 500 m, teda priblizne 0,1%
polomeru skiimaného telesa. Redlnu pozorovanu zavislost topografie na zemepis-
nej sirke ocakavame medzi aproximaciami elastickym a viskoznym telesom, kedze
aproximacia elastickym telesom odpoveda okamzitej reakcii telesa na predpisané
tepelné zdroje a hraniéné podmienky a aproximacia viskoznym telesom odpo-
veda zrelaxovanému stavu telesa. Relaxacny cas t,..; pre Maxwellovsku reologiu
je priblizne urc¢eny vztahom .

trel " (4.1)

V nasom pripade odpoveda zrelaxovany stav stavu stacionarneho prudenia, kedze
udrziavame (nerelaxujeme) hustotné anomalie v dosledku varidcie teploty. Po-
rovnanie nasich vysledkov s pozorovanymi zmenami topografie pre teleso Ceres
(Konopliv a kol 2018 a [Park a kol [2019)) zobrazujeme na obrézku[4.1] Z dévodu
poskytnutych dat pozorovanej topografie zobrazujeme spomenuté porovnanie len
pre stupne j =24, ...,18 arad m = 0, ¢o odpoveda symetrickej casti pozorovanej
topografie voci rovniku.

Z obréazku[d. 1] vidime, ze pozorovana topografia je sihlasna s ocakdvanou topo-
grafiou len v oblasti rovniku, teda v rozmedzi uhlov od priblizne 60° do priblizne
120°. V tomto rozmedzi sa totiz pozorovand topografia telesa Ceres nachadza
medzi aproximéciami elastickym a viskéznym telesom. Mimo tohto uhlového roz-
medzia sa uz pozorovand topografia vymykéd ocakdvaniu, zéroveli pozdlz celej
zemepisnej Sirky pozorujeme vécsie oscilacie nez pre skimany model. Z obrazku
taktiez vidime, ze viskdzny model nepresne popisuje zrelaxovay stav pozoro-
vaného telesa Ceres. K presnejSiemu popisu by sme museli pouzif viskoelasticky
model telesa. Blizsie porovnanie danych topografii ponika obrazok [4.2] z ktorého
mozeme vidiet, ze pre dominantny stupen j = 2 sa zavislost pozorovaného telesa
zhoduje s ocakavanim. Pre vyssie stupne 7 > 2 uz je tvar zavislosti topografie
pozorovaného telesa opacny nez pre skimany model. Pomocou porovnania to-
pografii pre stupen j = 2 a vztahu [f.1I} do ktorého za relaxacny cas dosadime
radovo vek telesa Ceres, mézeme radovo odhadnit viskozitu ako 10%” Pas. Pozo-
rovania z obrazku nasvedcuju spravnosti zjednodusenia skimaného modelu, v
skimanom modeli tak boli pravdepodobne zahrnuté najdolezitejsie faktory vply-
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Obr. 4.1: Porovnanie vysledkov zavislosti zmeny topografie na zemepisnej Sirke
do stupna j = 18 s pozorovanou zavislostou telesa Ceres do stupna j = 18.

vajuice na topografiu telesa. Z porovnania korekcii od stupna j = 4 a vyssie je
zaroven evidentné, ze skiimany model bol zjednoduseny az prilis. Jednym z naj-
vyraznejsich zjednoduseni skimaného modelu, ktoré mohli viest k nepresnosti v
porovnani s pozorovanim, je zanedbanie konvekéného ¢lenu, ktory mohol mat vy-
znamnu rolu pre viskézny, resp. viskoelasticky model. K tomuto zaveru néas vedie
aj fakt, ze sucin v- VT v konvekénom c¢lene ovplyviuje vysledok pre stupne j > 4.
K nepresnosti vypocitanej topografie oproti pozorovaniu mohla prispiet aj
podmienka tvaru rozlozenia teploty na povrchu telesa ktora nemusi platif.
Této podmienka je totiz odvodend v ur¢itej hibke pod povrchom telesa a prepo-
klada pevni hodnotu vodivosti na povrchu. V désledku dopadu slneénych licov
sa vSak moze Struktira materialu na povrchu lisit v zavislosti na zemepisnej Sirke,
kedze tu dochédza k sublimacii ladu. Vysledkom by ale bola este nizsia teplota v
oblasti polov, ¢o by viedlo k zvyseniu rozdielu vysledkov oproti pozorovaniu.
Skumané modely telies s zjednodusené vo viacerych bodoch, kedzZe nasa préaca
bola zamerana na odhad spravnosti koncepcie topografickych zmien v dosledku
teplotnych variacii. Pri detailnejSom studiu problematiky by sme si tak museli
byt vedomi vplyvnych zjednodusujucich predpokladov. Jednym z tychto pred-
pokladov je uz spomenuté zanedbanie konvekéného ¢lena, teda predpoklad [I.2]
Predpoklad [1.2]je opravneny, ak rychlost ¢ je omnoho mensia nez radovo desiatky
milimetrov za rok, pricom pre teleso Ceres moze tato rychlost dosahovat hodnoty
az v jednotkdch milimetrov za rok (Formisano a kol., 2020). Dal$im predpokla-
dom je predpoklad kvazistacionarity [I.3] ktory nie je splneny, kedZe teleso sa
nachddza v stave prechodu k zrelaxovanému stavu (viskéznej limite). Ak by sme
totiz zahrnuli vplyv rychlosti tecenia materialu a riesili by sme pridenie visko-
elastického modelu, teplota by sa v case vyvyjala. Vyznamnym zjednodusenim je
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Obr. 4.2: Porovnanie vysledkov zavislosti zmeny topografie na zemepisnej sirke s
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pozorovanou zavislostou telesa Ceres pre stupne 7 = 2,4,6,8.

taktiez pouzitie tvaru vodivosti pre Tad, teda predpoklad [I.9 Teleso Ceres totiz
nie je tvorené vyhradne ladom, ¢o sme sa snazili ¢o najviac vystihnit zahrnu-
tim zvysnych parametrov pre material telesa Ceres. Pre jednoduchost sme este
predpokladali, ze teleso nie je diferencované, predpokladali sme preto homogénne

vlastnosti skiimaného telesa.

21

180



Zaver

V tejto praci sme skimali vplyv teplotného rozlozenia na tvar telesa. Uvazovali
sme dva typy telies - teleso typu Ceres a teleso typu Europa. Pre oba typy telies
sme vypocitali teplotné rozlozenie vnutra, topografické zmeny vyvolané teplot-
nymi varidciami a pre teleso typu Europa sme vypocitali rychlost fazovej zmeny
na vnutornej hranici. Za tymto tc¢elom sme vytvorili vlastny program pomocou
programovacieho jazyka Python. Vysledky prace sa daji zhrnit do nasledujucich

bodov:

o Zavislost teploty na polomere je pre teleso typu Ceres konkavna a mimo
urc¢itého okolia stredu telesa priblizne linearna.

o Zavislost teploty na polomere je pre teleso typu Europa konvexnd a najmé
v oblasti rovniku nepripomina linearnu zavislost.

o Pre teleso typu Ceres vystihuje aproximéacia elastickym a viskéznym telesom
ocakavané limitné pripady len pre stupen j = 2 sférického rozkladu vypo-
¢itanej topografie. Pre vyssie stupne uz skimany model nedokaze vysvetlit
pozorované topografické variacie telesa Ceres.

e Pre teleso typu Europa pozorujeme zanedbatelné topografické variacie, ¢o
je v sulade s ocakavanim.

e Pre teleso typu Europa je topenie ladu v oblasti rovniku vyrazne pomalSie
nez mrznutie vody v oblasti pélov. Rychlost fazovej zmeny je nepriamo
umerna hribke skiimanej vrstvy.

Jednda sa o prvy krok k pochopeniu vplyvu teplotnych variacii na dynamiku
planetarnych telies. Kedze ide o testovanie zakladného konceptu, praca je vo via-
cerych aspektoch zjednodusena. Vysledky si aj napriek tomu nadejné, v pripade
telesa Ceres naznacCuju, ze teplotné variacie by mohli vyraznejsie ovplyvnovat
tvar skimaného telesa. Ak by sa v praci pokracovalo, bolo by potrebné zahrnut
konvekciu vnutri telesa.
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A. Prilohy

A.1 Kobd programu pre numerické riesenie rov-
nice vedenia tepla v telese typu Ceres

import numpy as np
import scipy
from operator import add

# Definovanie zadanjch premennjch

651

76000

150

*10%* (-8)

alpha = 1.6 * 10%*(-4)
mass = 9.1 * 10%*(20)
G = 6.6743 * 10**x(-11)

o
NT o
1]

# Definovanie pomocnjch premennjch

number_of_diff = 100

step_length = (2#R)/(2*number_of_diff+1)
matrix_dim = 3 * (number_of_diff + 1) + 1

Q_00 = (Q/scipy.special.sph_harm(0, 0, O, theta))

# Definovanie sieti r, rT
r=1[0; T =1

for i in range(0, number_of_diff + 1):

r.append(R - i * step_length)

rT.append(R + (step_length / 2) - i * step_length)
rT.append(0)

# Aproximicia hraniinjch podmienok pomocou (sin(theta))”~1/4

d_stupen = 10 # jemnost siete pre hraniéni podmienku
a = 130
b =20

approx = []
for i in range(0,180*d_stupen+1):
approx.append(np.log(a * (np.sin(i*np.pi/(180*d_stupen)))**0.25 + b))

T_j_top_list = []

for j in range(0,91,2):
T_top_approx = []
for i in range(0,180*d_stupen+1):
stupen = i*np.pi/(180*d_stupen)
T_top_approx.append (approx [i]l*scipy.special.sph_harm(0, j, O, stupen)#*np.sin(stupen))
T_j_top = 2 * np.pi * np.trapz(T_top_approx,dx=np.pi/(180*d_stupen+1))
T_j_top_list.append(np.real(T_j_top))

T_top_list = T_j_top_list
# Numericky vypoclet sistavy rovnic

T_final_list = []
theta_list = np.arange(O,np.pi + np.pi/180,np.pi/180)
for theta in theta_list:
T_final = [0] * (number_of_diff + 2)
for j in range(0, 91, 2):
T_top = T_top_list[int(round(j/2))]

# Vytvorenie prazdnej matice A a prazdneho vektoru pravej strany b
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A = scipy.sparse.lil_matrix((matrix_dim, matrix_dim))
Af0, 01 =1/ 2; A[0, 31 =1/ 2

b = np.zeros(matrix_dim)
b[0] = T_top

# Priprava konStant

a_11 = np.sqrt(j/(2*j+1))

a_12 = np.sqrt(j/(2xj+1)) * (j+1)
a_21 = np.sqrt((j+1)/(2%j+1))

a_22 = np.sqrt((j+1)/(2%j+1)) * j
a_32 = np.sqrt(j/(2*j+1))

a_33 = np.sqrt(j/(2xj+1)) * (j-1)
a_34 = np.sqrt((j+1)/(2*j+1))

a_35 = np.sqrt((j+1)/(2%j+1)) * (j+2)

# Vyplnenie matice A a vektoru pravej strany b

m=0

for i in range(l, matrix_dim - 3, 3):
Ali, i - 1] k[m] * (a_12/(2*r[m]) + a_11/step_length)
Ali, i] =1
Afi, i + 2] = k[m] * (a_12/(2*r[m]) - a_11/step_length)

Afi + 1, 1 - 1] = k[m] * (a_22/(2*r[m]) - a_21/step_length)
Afi +1, i+1] =1

Afi + 1, 1 + 2] = k[m] * (a_22/(2*r[m]) + a_21/step_length)
A[i + 2, i] = a_32/step_length - a_33/(2*rT[m+1])

Ali + 2, 1 + 1] = - a_34/step_length - a_35/(2*rT[m+1])

Ali + 2, i + 3] = - a_32/step_length - a_33/(2*rT[m+1])

Ali + 2, i + 4] = a_34/step_length - a_35/(2*rT[m+1])

if j == 0: b[i+2] = Q_00

m += 1

Almatrix_dim -

3, matrix_dim - 4] = k[m] * (a_12/(2*r[m]) + a_11/step_length)
A[matrix_dim - 3, matrix_dim - 3] =1
Almatrix_dim - 3, matrix_dim - 1] k[m] * (a_12/(2*r[m]) - a_11/step_length)
2
2
2

Almatrix_dim - 2, matrix_dim - 4] k[m] * (a_22/(2*r[m]) - a_21/step_length)
Almatrix_dim - 2, matrix_dim - 2] =1
Almatrix_dim - 2, matrix_dim - 1] = k[m] * (a_22/(2*r[m]) + a_21/step_length)

if j ==
A[matrix_dim - 1, matrix_dim - 2]
else:
A[matrix_dim - 1, matrix_dim - 4] =1
Almatrix_dim - 1, matrix_dim - 1]

[
-

]
-

# RieSenie rovnice Ax=b pomocou LU rozkladu

lu = scipy.sparse.linalg.splu(A)
x = lu.solve(b)

interim_T = x[::3]
g_minus = x[1::3]
q_plus = x[2::3]
sph_T = interim T * scipy.special.sph_harm(0, j, O, theta)
g_minus = gq_minus * scipy.special.sph_harm(0, j, O, theta)
q_plus = g_plus * scipy.special.sph_harm(0, j, O, theta)
# Scitanie Clenov spektralneho rozkladu
T_final = list(map(add, T_final, sph_T))
# Vyplnenie konelného listu tepldt
T_final_exp = [np.exp(np.real(z)) for z in T_finall

T_final_list.append(T_final_exp)

print(T_final list)
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