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Uvod

Geomagnetické pole, ¢ili magnetické pole Zemé, je souhrnnym projevem né-
kolika fyzikalnich jevi. Zemské jadro generuje magnetické pole pomoci principu
dynama, tj. vlivem teplotniho rozdilu vnéjsiho a vnitiniho jadra a Coriolisovy
sily se jadro nachézi ve stalém stavu turbulentniho proudéni, pohyb vodivého
materidlu v magnetickém poli indukuje elektricky proud, ten pak generuje vlastni
magnetické pole, tyto dva jevy se vzajemné udrzuji v béhu dokud dochazi k pohybu
vodivého materidlu [1]. Tato slozka geomagnetického pole predstavuje ptiblizné
99% jeho velikosti, proto je oznac¢ovana jako hlavni pole. Vysledné magnetické pole
Zemé je v prvnim priblizeni polem magnetického dipélu umisténého v jejim stredu
[2]. Dalsi slozky geomagnetického pole, v poradi podle klesajici velikosti, jsou
predevsim generovany casoveé proménnymi elektrickymi proudy v magnetosfére
a ionosfére (vnéjsi pole) a jimi indukovanymi elektrickymi proudy ve vodivém
plasti (indukované vnitini pole). Nejmensimi prispévky geomagnetického pole jsou
permanentni magnetizace kiiry a magnetické pole vytvarené interakci ocedanského
proudéni s hlavnim polem.

Geomagnetické pole mérime na zemském povrchu na siti permanentnich ob-
servatori a od druhé poloviny 20. stoleti i na satelitech na nizké orbité (MAGSAT,
CHAMP, Oersted, SAC-C, Swarm). Predev§im posledné jmenovand mise tii
satelith Evropské vesmirné agentury prinesla kvalitativni skok v méfeni geomag-
netického pole [3].

Povrchova a satelitni méreni hlavniho pole, vznikajiciho v jadre, jsou stinéna
slabé elektricky vodivym plastém. Zatimco elektricka vodivost vnéjsiho kovového
jadra je ptiblizné 5-10° Sm ™" [4] a méni se jen mélo, elektricka vodivost silikdtového
plasté se méni piiblizné v rozsahu 10~*—10" Sm™!, od povrchu po rozhrani plasté a
jédra (core mantle boundary, CMB) [5]. Proto lze v prvnim pfiblizeni vliv elektrické
vodivosti plasté zanedbat a formulovat prichod hlavniho pole izolujicim plastém
z CMB na povrch pouze jako geometricky utlum. Tato aproximace vsak muze
byt problematickd pri interpretaci relativné rychlych jevi v jadie (geomagnetické
stiiky - jerks, viny), které jsou pozorovany v satelitnich datech [6].

Vliv elektricky vodivého plasté na propagaci magnetického pole z CMB na
povrch lze popsat jako linedrni kauzalni filtr. Za predpokladu sféricky symetrické
elektrické vodivosti plasté o, zanedbatelnych lateralnich variaci magnetického pole
a pri splnéni podminky

1 do << 4”“07 (1)
o+/o dr T

kde o je typickda hodnota vodivosti plaste, fl—;f jejl radialni gradient a T' < 10 let
casova skala magnetického pole, lze dokonce odvodit analytické feseni pro radialni
slozku magnetického pole,

By(a:t) — (Z)2 L‘jg;ﬂm /0 ¥ By(est —t') erfe [(;’,)m] i, (@)

T = % [/Ca ()] drr (3)

kde



je vysokofrekvencéni konstanta plasté [7]. Magnetické pole na povrchu B,(a,t) je
oproti poli na CMB B,(¢,t) utlumeno, zpozdéno a zhlazeno.

Moderni metody numerického feseni rovnice elektromagnetické indukce [8] pak
umoznuji fesit propagaci magnetického pole z CMB na povrch bez omezeni analy-
tického FeSeni, pro libovolny radidlni (1-D), nebo i trojrozmérny (3-D) laterdlné
promeénlivy pritbéh elektrické vodivosti.

V pripadé sféricky symetrické vodivosti je feSeni separovano ve stupni i fadu
sférickych harmonik (SH), toroidalni a poloidalni slozka pole jsou také nezavislé.
Linearni kauzalni filtr spojujici pole na CMB a na povrchu, ktery lze odvodit pro
kazdou SH poloidalniho pole, zavisi pouze na vodivostnim profilu a stupni SH.
Toroidalni pole na povrchu, tedy na rozhrani s témér dokonale izolujici atmosférou,
vsak v 1-D pripadé vymizi, bez ohledu na toroidalni pole na CMB. Ve 3-D pripadé
ovsem dochazi k prelévani energie mezi jednotlivymi stupni i fady SH i mezi
poloidélni a toridalni slozkou pole. Pro kazdy stupen a rad na povrchu je koeficient
magnetického pole linearni kombinaci filtrii aplikovanych na vstupni signaly na
CMB.

Prvnim cilem této prace je numerické modelovani propagace magnetického
pole z CMB na povrch pro nékolik 1-D vodivostnich profili. Kapitola 1 se vénuje
formulaci tohoto problému a kapitola 2 jeho numerické implementaci. Dalsim
cilem prace je feseni obracené tlohy, tedy rekonstrukce priubéhu magnetického pole
na CMB inverzi c¢asovych rfad SH koeficientt hlavniho pole na povrchu pro dany
1-D vodivostni model. Dekonvoluéni metoda je popsana v kapitole 3 a vysledky
predstaveny v kapitole 4. Kapitola 5 pak obsahuje ukézku reseni 3-D primé tlohy,
ziskanou kédem skolitele.



1 Definice problému

Tato kapitola ¢erpa ze ¢lanku [§].

Ulohu budeme Fesit v kvazistaciondrnim piibliZeni, protoze po¢itdme s vodivymi
proudy, ale ¢asové zmény nabojového rozlozeni jsou dostatecné pomalé na to,
abychom mohli zanedbat Maxwellovy posuvné proudy.

Prostor, ve kterém problém definujeme délime na tii ¢asti: atmosféru (A), plast
(G) a jadro (C). Hranici mezi atmosférou a plastém zna¢ime JG5, hranici mezi
plastém a jadrem (CMB) 0G; (obrézek [1.1]), polomér zemé znacime a, polomér
zemského jadra pak c.

Ulohu fesime ve sférickych soutadnicich, kde r = (r,9, ¢) je polohovy vektor,
uhlové souradnice kosirku ¢ a délku ¢ nékdy souhrnné oznacujeme §2.

Obrazek 1.1 Zemské jadro C, plast G a atmosféra A oddélend hranicemi 0G1 a 9Go,
polohovy vektor r, normaly k hranicim n; a no

1.1 Magnetické pole v atmosfére

Atmosféru v nasem pripadé povazujeme za nevodivé prostiedi, tedy s konstantni
elektrickou vodivosti o = 0. V kvazistaciondrnim pribliZzeni vypadaji Maxwellovy
rovnice pro vektor magnetické indukce B E] nasledovneé,

V-B=0, (1.1)

V x B = ugj = pooE = 0. (1.2)

Z nulovosti rotace vime, Ze existuje potencial U,

B=-VU, (1.3)

1V dal$fm textu budeme pro magnetickou indukci B pouzivat vyraz (geo)magnetické pole,
abychom se vyhnuli zdméné s jevem elektromagnetické indukce.



a ze vztahu (1.1)) vime, zZe plati
AU = 0. (1.4)

Obecnym analytickym reseni takovéto tlohy ve sférickych souradnicich je neko-
necny rozvoj magnetického potencidlu do sférickych harmonickych funkci,

= (@ (1Y 4ot (2
Uirdgst) =ad 3 (6w (5) +6nm () ) Yinwe),  (15)
j=lm=—j

kde Gﬁ nazyvame vnéjsi koeficienty, prislusejici poli vznikajicimu ze zdroji vné

(i i : - e o oy . .
plasteé, Gﬁ% koeficienty vnitini, souvisejici s polem zdroji uvniti Zemé a Yj,, jsou

SH, popsané v priloze [A.1]

1.2 Magnetické pole v plasti

Plast povazujeme za prostiedi vodivé, nyni tedy s nenulovou vodivosti. Po
zavedeni elektrické intenzity E a hustoty elektrického proudu j nyni z Maxwellovych
rovnic a Ohmova zakona ziskame vztahy

j=0E, (1.6)
VxB= ,uoj = /LoUE, (17)
0B
E=— 1.8
ze kterych tpravou dostaneme
1 0B

— B)=—p—. 1.

VX(UVX ) Moo (1.9)

Pro elektrickou vodivost obecné plati o = o(r,0,p). Déle se budeme vénovat
piipadu sféricky symetrické vodivosti o(r), coZ je specidlni, ale geofyzikalné
relevantni pripad.

O magnetickém poli jako vektorové funkci predpokldddme B = B(r;t) €
C® (G) x CW (t), coz bude relevantni pro odvozeni slabé formulace problému.

1.3 Magnetické pole v jadre

Jadro povazujeme za pohyblivé, elektricky vodivé kontinuum, celkova elektricka
proudova hustota tedy zahrnuje i vliv magnetické Lorentzovy sily ptusobici na
nosice naboje,

j=0(E+vxB), (1.10)

kde o, na rozdil od plasté, povazujeme za konstantu. Diky tomuto pridanému
¢lenu prepiSeme rovnici ([1.9) pro jadro na
0B

VX(iVXB)ZMO[at—VX(VXB) . (1.11)



Tu pak mizeme pomoci vektorové identity a diky konstantnosti o prepsat na

V(V-B)—-AB = pyo %]?—VX(VXB) : (1.12)

a protoze i pro jadro plati vztah (1.1]), skon¢ime s rovnici

B
%t:nABJer(va), (1.13)
kde 7 je magneticka difusivita,
1
= —. 1.14
n= (1.14)

Rovnice je rovnici kinematického dynama, ktera umoznuje nalézt magnetické
pole pro zndmé rychlostni pole v(r;t). Pro tiplné feseni problému dynama musi
byt doplnéna o rovnice termalni nebo termochemické konvekce, véetné Lorentzovy
sily. My ovsem toto TeSeni potiebovat nebudeme, protoze rovnici nahradime
hrani¢ni podminkou pro magnetické pole na CMB.

1.4 Hrani¢ni podminky
Na obou rozhranich 0G4 i 0G plati podminka
B]" =0, (1.15)

v uloze totiz nepredpokladame zadné plosné proudy na hornim ¢i spodnim okraji
plaste.

Vektor magnetické indukce v plasti a atmosfére mizeme vyjadrit v bazi vekto-
rovych SH popsanych v pifloze [A.T],

-y Z BWX(r;t) S (6, 9) . (1.16)
jm A=—1

Pokud nyni pouzijeme identitu pro gradient radidlné zavislé funkce reprezentovany
ve sférickych souradnicich,

V(1Y) = T80 00y + 1800 0), (117)

dr

a vyjadiime gradient magnetického potencidlu v atmosfére ((1.5) na hranici 0Gs,
pro r = a dostaneme

B(r;t)]r=a = — i zj: ' [S;;ll) (ngi)l(t) —U 1)G§?n(t)) " (1.18)
ST (G (0) + G5 ®)] -

Nyni, pokud vezmeme v potaz SH rozvoj magnetického pole (1.16]) v plasti,
podminku ((1.15)) a ortogonalitu vektorovych SH, zjistime, ze plati

OP
B (a;t) = 0. (1.19)

10



Pro nas to efektivné znamena, ze toroidalni slozka pole je na povrchu plasté
nulova, nemuzeme z ni tedy ziskat pii obracené tloze zadnou informaci. Dalsi
slozky magnetického pole nam daji

B,V (ait) = — [GS (1) — (G + DG (1) (1.20)
Bin(a;t) = — [G5)(t) + Gt (1.21)
Kdyz nyni z rovnic (1.20) a ((1.21)) vylou¢ime Gﬁl(t), vytvorime podminku
=D¢,. ; My — : (e)
Bj, (a;t) + ( + 1) Bj(as t) = = (27 4+ 1)Gj,, (1), (1.22)

kterd v kazdém case t urcuje vztah mezi horizontalni a vertikalni slozkou mag-
netického pole na 0G5 a koeficienty vnéjsitho pole, pro dané j a m. V nasi dloze
budeme predpokladat absen01 vnéjsich proudu v ionosfére a magnetosfére, coz
zajisti nulové koeficienty G . Takova podminka je ekvivalentni potencidlu U
- 1.16|) ktery ubyva do nekonecna s rychlosti alespon O(T%) Vztah se nam tedy
dale zjednodusi na
B P(a;t) + ( + DB (a;t) = 0. (1.23)
Abychom nemuseli fesit rovnici kinematického dynama v jadre , polozime
jako hrani¢ni podminku na spodni hranici plasté 0G; predepsanou celkovou
horizontalni slozku vektoru magnetického pole By, ta pak jednoznacné urcuje
slozku vertikalni. Toto predepsané horizontalni pole je celkové a obsahuje prispévky
pochézejici ze vSech elektromagnetickych interakci mezi jadrem a plastém, tedy
pole odpovidajici proudim tekoucim v plasti, v jadie a obecné i mezi jadrem a
plastém. Ve SH reprezentaci,

B (cit) = BY) (1), (1.24)
B (c;t) = BY) (1), (1.25)

Posledni hrani¢ni podminkou je poc¢atecni podminka B(r; 0) = By. Homogenni
Dirichletova pocatecni podminka By = 0 vede k dlouhym nabéhovym castim
pri numerické integraci rovnice , neni tedy pro nasi ilohu vhodné. Misto ni
hledame stacionarni reseni rovnice , tedy takové, pro které plati

0B
— =0. 1.2
Ze vztahu ((1.26) a ((1.9) plyne
1
V x (V X BO) =0, (1.27)
o

a takové pole miizeme opét zapsat pomoci skalarniho magnetického potencialu
(1.3)), tentokrat ovsem v rozvoji okolo poloméru r = ¢. Pro stacionarni slozku pole
uvnitt plasté pak mizeme psat

o\ J+2

Biyo(rs0) = By () () (1.25)
B ) Jj+2

BULAs0) = G+ DB wle:0) (5) (1.29)

BY) \(r;0) =0, (1.30)

kde B]mo(c; 0) = B](,,zH(c 0) jsou SH koeﬁ01enty pole By na CMB a v rovnici

(1.29) jsme vyuzili analogii k rovnici (1.22)), vztazenou k 9G.

11



1.5 Formulace primé a obracené ulohy

Nyni miizeme plné popsat primou tlohu propagace magnetického pole z povrchu
jadra na povrch Zemé.

Necht o(r) je prostoroveé zavisla, ¢asové konstantni elektrickd vodivost uvnitf
plasté Zemé a By(r) stacionarni poc¢ateéni podminka. Pak pro dany ¢asovy
pribéh horizontélniho magnetického pole By (2;¢) na spodni hranici plasté
0G, fesime rovnici pro magnetické pole v G s hrani¢nimi podminkami

(1.19) a (1.23) predepsanymi na 0Gs.

Z tuplného feseni B(r;t) v G muzeme vyjadrit ¢asové fady SH koeficienti ng,?@(t)
na 0Gsy, které lze primo porovnat s modely hlavniho pole ziskanymi z méreni.

Obracenou tlohu pak obecné formulujeme jako nalezeni horizontalniho pole
B (Q;t) na CMB, které vede na nejlepsi shodu mezi predikovanym a pozorovanym
magnetickym polem na povrchu Zemeé.

1.6 Integralni formulace

Definujeme prostor Ly(G)? jako prostor vektorovych kvadraticky integrabilnich
funkci na G se skalarnim souc¢inem a normou,

(fg)= [ f-gav, (1.31)
G
IEl]z, = (£.5). (1.32)
Definujeme prostory
Hew = {f | £ € Lo(G)*, V x £ € Ly(G)*}, (1.33)
Heop = {f | £ € Houn, Gisp =0, 0 x o, = n x By(Qi1)}, (1.34)
chﬂ,o = {f ‘ fe chrh n x f‘aGl =n X f|BG2 = 0} . (135)

Prostor H Zurl zavadi vektorové funkce, které splnuji predepsanou Dirichletovu
podminku na horizontalni slozku na spodni hranici 0G; a podminku nulového
externiho pole na horni hranici dG5. Podminka na spodni hranici zavisi na case,
proto uzivame index t i v definici prostoru. Takovy prostor je mozné zkonstruovat
diky vlastnostem SH funkeci. Prostor He,10 pak definuje vektorové funkce s nulovou
horizontalni slozkou na obou hranicich.

Uvazujme nejprve B z C?)(G) x CM(t), vynasobme rovnici libovolnou
funkci 6B z C?(G) a integrujme pies G,

/5B Vx(pVxB)dV—i—,uo/ B - —dV_O (1.36)

kde p = % je elektricka rezistivita. Za pomoci disledku Gaussovy véty odvozeného
v priloze vztah upravime,

/Gp(vXB)-(vXaB)dV—/aG (V x B)- (nxéB)dS+ug/5B dV(—O)
1.37

12



Nynf uvazujme B z H.,, x CO(t) a 6B z Heuo. Ve vatahu (1.37) bude nynf
z definice prostoru Hey1o plosny integral nulovy. Treti integrdl jiz zname jako
skalarni soucin, a zadefinujeme formu

a (B, 6B) = /Gp(v x B) - (V x 6B)dV. (1.38)

Slabou formulaci dlohy tedy minime nasledujici.

P1i zadani elektrické vodivosti o(r) a stacionarni poc¢éteéni podminky BO( )

hledame casovy pritbéh magnetického pole uvniti zemského plasté B . el X
CW(t), které bude v kazdé ¢asové hladiné spliiovat podminku

B
(%t 6B> +a(B,6B) =0 V6B € Hepp. (1.39)

Uvazujme nyni pouze sféricky symetricky pribéh elektrické rezistivity p(r).
Pokud dosadime do vztahu rozvoj magnetického pole B a testovaci funkce
6B do SH funkef z[A 1] zjistime, Ze rovnice je separovana pro kazdy sféricky
harmonicky stupen a fad j,m, a déle pro toroidalni (A = 0) a poloidalni (A = £1)
slozku pole. Vzhledem k hrani¢ni podmince (|1.19)) neni tieba se dale zabyvat
toroiddlnim polem, pro libovolnou hrani¢ni podminku na 0G; nebude mit zadny
dopad na pozorovatelné pole na horni hranici 0G5 (toto tvrzeni neplati pro
lateralné proménnou rezistivitu).

1.7 Casové kroky

Protoze budeme integraci rovnice (1.39) provadét po diskrétnich casovych
krocich, ddva smysl aproximovat ¢asovou derivaci ve vztahu (|1.39)) jako zménu
magnetického pole mezi dvéma ¢asovymi kroky,

oB ""'B-'B
—_— (1.40)
ot At

kde ‘B = B(r;t;) a At = t;1; — t;. S touto Gpravou jiz mizeme formulovat plné
znéni problému, ktery budeme fesit, jako snahu nalézt pro dany vektor ‘B € 2

takovy vektor i+'B € H.*

curl

pro ktery plati vztah

curl )

28 ("'B, 6B) +a ("B, 6B) = L& (B, dB)  VoB € Huno,  (141)

ve kterém je pouzito implicitni ¢asové schéma.

1.8 Diskretizace magnetického pole

Abychom méli ulohu plné diskrétné popsanou, musime magnetické pole a
rezistivitu diskretizovat nejen v ¢ase a thlovych souradnicich, ale i v radialni
soufadnici zemského plasté. P1ast rozdélime na N (v nasem pripadé stejné tlustych)
slupek s intervaly polomért I = (ry,rx11), k € [1,N], kde r1 = ca ry4 1 = a jsou
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spodni a vrchni poloméry plasté. Definujeme N+1 funkci v, tak, ze v kazdém
intervalu I lezi pravé dva nenulové elementy funkei ¢,

r—"Tr

hy

wk(r) = =S 1/1k+1(7’) =

" (1.42)

kde hy, = rry1 — . 11 mé pouze klesajici ¢ast, 141 pouze rostouci (obrazek

12).

y Wy, w, 1 Wy Wn
1% -, ’ A Y, A,
FRY A \ Y SN
4 \, £ / ) / ",
y , ' LY i’ \_ ! Y
LY 5 d ; \
rd % %, S \ LY ! !
! ! AW \ \ /! \.__‘
A X 4 X X e
S/ , P W £ N,
T, 5, P / !
J LY ! x / ,
s LY s h \ ' M
; *, ' N \ N ¢ Y
/ * W kN ! ",
4 Wy 1 W ¥ i b
r=c Nz Mz k-1 Mk Met1 i1 Ty Mys1=a

Obréazek 1.2 Diskretizace intervalu [c, a] pomoci po-¢astech linedrnich konecnych
elementu vy,

Za pomoci téchto funkei rozsitime diskretizaci v ([{1.16]) na diskrétni aproximaci
prostoru ve slabé formulaci, funkce z prostoru H,,, diskretizujeme nésledovné,
]maz ] N+1

j=1 m=—j7 k=1 A\=+1

funkce z prostoru Heyo pak

Jmazx 7 N
=3 > |2 3 SBhLk(r)Sin (99)+
=1 m=—j | k=2 A==%1 (1.44)

(5B§;%iw1<r> + 0B N 1t () 85 (0.9)]

Hrani¢ni podminky na B( ), tedy omezeni na prostor i’ curls jsou pak Vynuceny
primo pouzitim vazeb (| a pro sférické harmonické koeficienty B m Nal

B(m ;- Protoze predpokladame sferlcky symetricky pribéh elektrické rezistivity,
provedeme jeji parametrizaci nasledujicim zptisobem,

T) _ iv:é' 7 re [rka rk—‘rl]
= kPky, Sk = , (1.45)
k=1

0, r¢ [rkark—&-l]

coz znamena, ze na obrazku je funkce & nenulova a rovna jedné pouze na
jednom useku ry az ;.

Abychom docilili toho, ze bude rovnice splnéna pro kazdé 6B z prostoru
Heup, zvolime jako béazi prostoru funkce {wksﬁg}, A = =+1, tedy primo SH
prenasobené funkcemi ¢, do kterych mizeme vektor dB rozlozit stejné jako ve
vztahu ([1.43]). Pokud tedy bude rovnice splnéna pro vsechny prvky této baze,
bude splnénd také pro cely prostor Heyyi -
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1.9 Lagrangeovy multiplikatory

Prestoze v teorii neni nijak potreba vynucovat podminku V - B = 0, protoze
je ve vztahu jiz obsazena implicitné, ukazuje se, Ze ndm dava simulace
lepsi vysledky, pokud bude podminka vynucena i explicitné. To zajistime pomoci
Lagrangeovych multiplikatort.

Podminka nulové divergence musi platit jak pro B, tak pro vsechna 6B, ve
skutecnosti tedy pijde o podminky 2. Tuto podminku udrzime rozsirenim vztahu

(1.39) o 2 integraly,

o (%]:’,513) +a(BOB) + L(SAB) + L(A,5B) =0, (1.46)

kde
L(§A,B) = /G A (V- B)dV, (1.47)
L(A,6B) :/GA(V-(SB) dv. (1.48)

Zavedeni formy L vyzaduje dodatecné, aby funkce B a 0B patrily také do
prosotru funkci s Lo-integrabilni divergenci Hg;,, nase parametrizace pomoci
linearnich konec¢nych elementii a sférickych harmonik to ovSsem jisté splnuje.
Lagrangeovy multiplikdtory A a JA z Ls(G) budeme opét povazovat za radidlni
funkce a parametrizovat stejnym zpusobem jako rezistivitu,

A(T)ZiSA £ z{ L7 € I ren] (1.49)
R 0, 7¢& [re,7hsa] '

podobné pro JA.
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2 Simulace vyvoje magnetického
pole

V této kapitole je popsdna aplikace vztahu (|1.46]) a hrani¢nich podminek (1.19)
a ([1.23)) pfi vypoctu ¢asového vyvoje magnetického pole.

2.1 Algebraicky zapis
Pokud popisujeme pole v daném case ¢t pomoci koeficientii Bj(m) i, pak mizeme
z koeficientti utvorit nasledujici vektor,

iBjm _ (zB( 1) lB(l)

jm,1» gm,1»

i i i ip(—1 ip(l T
Ajm,l: B](nzz, ) Ajm,N7 Bg(‘m,J)VHa Bj('rrz,N-H) : (2'1)

Matice obsahuje ¢leny Aj,,x, coz jsou Lagrangeovy multiplikdtory explicitné
udrzujici podminku V- B = 0. VSimnéme si, Ze hodnot Aj,, ;. je o jedna méné, nez
dvojic hodnot Bj(nz s oz je dobre ilustrovano parametrizaci a obrazkem
, kde funkei ¢y, je o jedna vice nez tseku [r, 7x41]. Vektor tvofime pro dané
j,m, protoze diky ortogonalité¢ SH mtizeme pocitat s jednotlivymi stupni nezavisle
na sobé.

S pouzitim Galerkinovy metody konstruujeme z rovnice (|1.46)) soustavu li-
nearnich algebraickych rovnic pro tento vektor pro zvolené jm. Kazdy radek
této soustavy odpovida dosazeni jedné testovaci funkce {wkS%} nebo {&,.Yjn,} do
rovnice ([1.46)). Protoze jsou jednotlivé SH vzijemné ortogonalni, ve vztahu (1.41))
je nulovy skaldrni sou¢in SH s rozdilnymi hodnotami A a j,m. Zaroven ve formé a
spolu interaguji pouze nékteré ¢leny parametrizovaného magnetického pole, viz.
dalsi podkapitola. Vétsina maticovych elementi bude tedy nulova, konkrétné se
bude jednat o matice pasové.

2.2 Maticové elementy skalarniho soucinu

Pri vypocétu maticovych elementti dosazujeme SH a funkce popisujici radialni
diskretizaci ze vztahu ((1.42)) do vztaht pro skaldrni soucin (1.31)) a formu a (1.38)),

tj. pro jednotlivé maticové elementy fesime skalarni souciny,
(e Smtier ST) / b v S3 - S0 AV =
/ WD) (r) r2dr / sV (@) - s () .

Takto integral rozdélit miizeme, protoze SH jsou zavislé pouze na lateralnich
soutradnicich, naopak ¢, jsou funkce radialni. Protoze radialni integral je nenulovy
pouze pro k = k' nebo k = k' £ 1, jak je vidét z obrazku muzeme za pomoci
vztahu pro skalarni sou¢in dvou SH z ptilohy obecny takovy skaldrni soucin
vyjadrit jako

(2.2)

(v SO w SO ) = Nix 6150 S S [ I 01+

(2.3)
Ik2) (5k(k/—1) + 5k(k/+1)> + 123)5%/} )
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kde I ,8') jsou integraly popsané nize,

Thi1 h
[lgl) = / bi(r) di(r) v dr = =

30 (r,%ﬂ + 311k + 67”,%) , (2.4)

Tk+1 h
I]£2) = ’kaJrl(T) wk('f’) T2 dr = @ (SrkJrl + 4Tk+lrk + Srk) (25)
Tk

Tk+1 h
_[15:3) — ¢k+1 ¢k+1 TQ dT = 378 (67’]3_;'_1 + 3rk+lrk + T]?:) . (26)

Tk

2.3 Maticové elementy formy a

Pro maticové elementy formy a plati
a (VS bwSh)) = / p [V x (SO)] - [V x (vwSh )| av,  (27)

Zde musime vyuzit vztahi pro rotaci SH z prilohy [A.1] ze kterych vyplyva, ze
forma kombinuje rtizné hodnoty . Vztah (2.7)) tedy rozdélime podle hodnoty X,

o (ASR0S5) = ety (s [y (2, — i) +

S (03 1K — oK) | + pn o (03 oY — oKD )+ (2.8)

i) (On 1K = oK)

a (¢ks§;\rg,¢k'3(1) /) = 5jj'5mm'H' (Pk 1 {5k(k'+1 (5,\1Kk 1= 0x _1K ) +
Ot (O Ky — 0x B | + o [Orw (OB — 0n 1K)+ (2.9)

Sigrr—n) (K — 6y 1K Y)]).

kde K ,ii) jsou integraly popsané nize,
Th+1 h
KO = [ vy = 5, (2.10)
Tk
(2) Tk+1 hk
KO = [ ey r)dr = 2, (2.11)
Tk
Th41 h
KO = [ b0 ()dr = 5 (2.12)
Tk
Tk+1 1
K’g4) — / Xk(T>Xk(T)dT = % (T}%Jrl — 2Tk+17"]g + 47”3) s (213)
Tk
(5) _ [T+ 1
K = / Xk (1) X1 (r)dr = T (rkH + Tpp1rr + Tk) (2.14)
Tk
6) _ [T+ 1 2
K.’ = / Xea1(7) X1 (r)dr = 3 (47’k+1 21T + rk) : (2.15)
Tk
Tk41 1
KD = [ ma)dr = ¢ (e = 4n). (2.16)
Tk
(8) _ [T 1
Ky~ = / Vi (r)xe(r)dr = 6 (Ths1 + 27%) (2.17)
Tk
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0 _ [ 1

Ky’ = / V()X (r)dr = = (2ries + 1) (2.18)

Tk

Tk4+1 1

K,SO) = / Vi1 (1) X (r)dr = 6 (47p41 — Tx) (2.19)

T

kde,
d 1

Xk =T (dr + 7") V- (2.20)

2.4 Hranicni podminky

Hrani¢ni podminku na vnéjsim okraji plasté nastavime pomoci vzorce
tak, ze polozime maticovy element u BJ(-;:])VH na 1, element u Bﬁi,NH na j +1,
zbytek koeficientit v daném radku matice vynulujeme a korespondujici slozku
vektoru pravé strany nastavime pevné na hodnotu —(2j + 1)G§2(t), v nasem
pripadé tedy na nulu. Tuto slozku vektoru pak v ¢asovém priibéhu neménime,
tedy po celou dobu pribéhu vynucujeme pozadovanou podminku.

Pro podminku na hranici plasté a jadra nastavime element matice odpovidajici
B;ir)u na 1, vSechny ostatni elementy matice v daném radku vynulujeme a kore-
spondujici slozku vektoru pravé strany nastavime na nami pozadovany koeficient
B](:g y ha CMB. V nasem pripadé volime buzeni Heavisideovou funkci, tedy polo-
zime slozku vektoru rovnou jedné, a jako vystupni hodnotu pak zaznamenavame
¢asovou derivaci (diskrétné, tedy rozdil hodnot podéleny ¢asovym krokem) slozky

pole na povrchu.

2.5 Lagrangeovy multiplikatory

Nyni prejdéme k Teseni integralti ze vztahu Diky pouzité parametrizaci
nam na kazdém intervalu [ry, ri41] zlstanou pouze 4 integraly, podobné jako
v podkapitolach o maticovych elementech skalarniho souc¢inu a maticovych ele-
mentech formy a. Ze vztaht pro divergence z prilohy tedy ziskdme maticové
elementy,

L (fk,wk/8§/2/> = Ok [%—1@;&1) - 5A/1Hj'Q;(€2)] +0k(k'—1) [5X—1Q123) - 5>\’1Hj’Q](<;4)] ,

2.21
kde Q,gi) jsou integraly popsané nize, ( )
Q= / " et = —r2, (2.22)

Tk
562) = r:kH Yprdr = é (TIEH + TRV R — 27’;3) , (2.23)
QY = / . Mierr?dr =iy, (2.24)

Tk

](€4) _ /:Jrl Vprrdr = é (21”,%+1 — Th1Tk — ri) , (2.25)
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kde P
Nk = ( + )% (2.26)

Ty
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3 Linearni filtr

3.1 Obracena uloha

Obracenou tlohu lze formulovat riznymi zptsoby. Hagedoorn a Martinec ji ve
svém ¢lanku [9] Tesi iterativni minimalizaci rozdilu v Ls normé mezi pozorovanymi
a predikovanymi SH koeficienty vnitiniho pole na povrchu. Minimalizace se Tesi
vuci horizontalnimu poli na CMB, které je prostorové parametrizovano sférickymi
harmonikami a v ¢ase pomoci B-spline funkci. Je pouzita adjungovand metoda
pro vypocet citlivosti misfitu na zmény modelovych parametri.

V pripadé sféricky symetrické vodivostni funkce mizeme vsak obracenou tlohu
formulovat také jako dekonvoluci ¢asového signalu. Linearita, kauzalita a separace
podle sférického harmonického stupné a radu vedou k tomu, ze feseni primé tlohy
lze zapsat téz ve tvaru

G\ (1) = —BW(c;0) ( >J+2+/ B (et —mydr,  (3.1)

kde P;(o,7) je poloidalni impulsova odezva vnitiniho pole na povrchu. Vyraz pred
integralem odpovida geometrickému prodlouzeni poc¢ateéni podminky.

Funkci odezvy muzeme ziskat feSenim primé ulohy pro nulovou pocatecni
podminku By = 0 a hrani¢ni podminku na CMB B (1)(0 t) = 6(t = 0). Alternativné
muzeme misto d-funkce pouzit Heavisideovu funkci a Vysledek derivovat podle
casu. Dekonvoluci vyrazu . pro dany casovy prubéh G () obdrzime primo

koeficient horizontalniho magnetického pole na CMB, B](nz( ct).

3.2 Fourierova transformace

Nésledujici podkapitoly ¢erpaji z [10].

Fourierova transformace (FT) prevadi funkei do frekvenéni oblasti, tedy misto
casove zavislé funkce vytvori funkci frekvencéné zavislou, ktera nese stejnou infor-
maci. Protoze je F'T unitarni, existuje inverze, které fikdme zpétna Fourierova
transformace. F'T a zpétnou F'T definujeme jako

FUE) = [ f@e ™ de, FUAQ) = [ fl)e® de,  (32)
a jeji diskrétni podobu, kterou budeme pouzivat,
N-1 ] 1 N-1
Hn _ Z hk627r7,kn/N’ h - Z H 6—27rzkn/N (33)
k=0 N n=0

kde h, a H, jsou diskrétni paralely k f(£) a F(f(€)).
Dulezitou vlastnosti je, ze F'T konvoluce dvou funkci je rovna nasobku FT
téchto funkci, tedy

F(f xg)=F(f)F(9), (3.4)

coz znamena, ze pokud chceme provést konvoluci, miizeme proces zna¢né urychlit,
protoze konvoluce jako primy vypocet mtze byt pii velkém mnozstvi dat zdlouhava.
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Hlavni vyhodou pouziti FT pro nas je, ze prevadi ilohu dekonvoluce, ktera se
neda tesit pifimo, na obycejny podil,

f=F" (W) : (3.5)

3.3 Rychla Fourierova transformace

Kdybychom provadéli diskrétni fourierovu transformaci ptimo ze vztahu ,
tento proces by mél ¢asovou naro¢nost O(N?). Rychld Fourierova transformace,
neboli Fast Fourier transform (FFT) je metoda, kterd zvladne FT ziskat s rych-
losti O(NlogsN) pomoci Danielson-Lanczosova lemmatu, které iika, Ze diskrétni
Fourierovu fadu délky 2" lze rozdélit na 2 diskrétni fourierovy rady délky 271,
jednu pro liché ¢leny, jednu pro sudé. To se da aplikovat rekurzivné tak, ze vysledek
fourierovy transformace v daném bodé ziskame spravnym preskladanim vstupnich
dat a jejich poscitanim se spravnymi koeficienty.

Princip této metody je také diivodem, pro¢ jsou data rozsitena nulami, aby
vysledné délka casové fady byla mocninou 2.

3.4 Upravy na cyklické funkce

P1i provadéni konvoluce pomoci FT musi byt vstupni funkce cyklicka, vystupni
funkce bude cyklicka také. To by mohlo znamenat pouze vzit ptivodni funkci
a periodicky ji rozsitit na intervalu R. Zde ale nastava problém, ze konvoluce
,promitne“ né&jaka data z konce intervalu na jeho zacétek, a naopak (pro nés je
relevantni pouze prvni z téchto dvou, protoze funkce odezvy méa pouze budouci
slozku). Resenfm je rozsifit data nulami na konci, pak z konce intervalu na za¢atek
promitneme pouze nulu, a ze zacatku na konec promitneme data do oblasti, ktera
neobsahuje uzitec¢nou informaci.

3.5 Vysoké frekvence

Protoze u dekonvoluce pomoci FT probihé& déleni, miize nastat problém
v pripadé, Ze se ¢len F(g) blizi nule. To muze nastat v pripadé, ze diskrétni F'T
provadime do prilis vysokého radu N , hodnoty v takovém pripadé totiz
s rostoucim rfadem prudce klesaji. V takovém pripadé nam sice metoda FFT
konverguje, ovsem k nesmyslnym vysledktim, musime tedy pred zpétnou FT ve
vztahu (3.5)) nastavit vyssi frekvence rovné nule. Pouzitim takového filtru (dolni
propust, low-pass filter) samoziejmé prichdzime o informaci potencialné obsazenou
v téchto vyssich frekvencich, odstranujeme ale znacné vétsi numerickou chybu.
Budeme tedy srovnavat vysledky pro rtizné volby hranice dolni propusti Ny p, rfad
FFT se takto neméni, pouze se vyssi frekvence nuluji. Vysledky mizeme porovnat
s daty ziskanymi jinou metodou (napf. jiz zminénd metoda pouzitd ve ¢lanku [9]).

Dolni propust ve frekvencéni oblasti znamena, ze polozime hodnoty u vSech
frekvenci vyssich, nez zadana hrani¢ni hodnota, rovné nule, ponechame pouze
frekvence nizsi, mizeme se takto zbavit nezadouciho sumu. Pokud fekneme, ze
v diskrétnich datech pouzijeme dolni propust na frekvenci Ny p, znamena to, ze
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ve vztahu (3.3)) ve zpétné FT (z frekvenéni oblasti do ¢asové) nulujeme vSechny
koeficienty pro k > Npp.
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4 ReSeni tlohy

4.1 Pouzité vodivostni modely a funkce odezvy

Poloidalni funkce impulsové odezvy P; byly spocteny pro nékolik vodivostnich
modelti. Syntetické modely A, B, C byly prevzaty ze ¢lanku [9]. Vsimnéme si, ze
modely B a C maji konstantni nizkou vodivost na témér celém plasti, spolecné s
modelem A pak maji tenkou vysoce vodivou vrstvu blizko jadra, tato vrstva ma
nejvyssi vodivost pro model C, pak B, A.

Posledni model, MIN__1DM_ 501, déale oznacovany zkratkou MIN, byl ziskan
sdruzenou 1-D inverzi satelitnich dat mise Swarm, ktera vyuziva magnetosférické
a slapové ocednické buzeni, metodika je popsana v praci [11]. Tato data ovsem
ztraceji citlivost na velmi hluboké partie plasté, model MIN nepopisuje zadny
vodivostni skok v blizkosti CMB, pribéh vodivosti s hloubkou je tam jiz silné
regularizovan. VSechny modely jsou zobrazeny v obrazku [4.1]

B ——
6000 H c_ -
MIN
5500 A -
£ 5000 f :
=
= T
4500 H .
4000 H —
3500 M ool et o ey TV T
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
o (Sm1)

Obrazek 4.1 Pouzité vodivostni modely

Na obrézcich 4.2}, .3} [£.4] jsou vyobrazené spoctené impulsové odezvy P; pro
vodivostni modely A, B, C, MIN a SH stupné j = 2, 3,4. Odezva pro vodivostni
model MIN je vyobrazena zvlast, protoze je radové vétsi nez ostatni a odehrava
se na znatelné mensi casové skéle.

Z téchto grafii vidime, Ze odezva pro model MIN ma nejvyssi amplitudu, impuls
mé vsak nejmensi sitku, poloha (zdporného) maxima je také posunutéd nejvice
doleva, pole tedy skrz plast popsany timto modelem propaguje nejrychleji. Odezva
pro model A méa zhruba tricetkrat mensi amplitudu a zhruba tfricetinasobnou
sitku, odhadem je tedy plocha pod kfivkou obou funkci srovnatelna.
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Amplituda i sitka odezvy modelu B jsou mensi nez ta u modelu A, u modelu
C jsou jesté mensi. Poloha hlavniho peaku je nejblize k nule u modelu MIN, pak
B, A, C.

Vsechna tato srovnani plati pro vsechny 3 pouzité stupné j, s rostoucim
stupném j pak pro vSechny funkce odezvy klesd amplituda.

10

o]

-10

-20

-30

P,y (10710 5°1)
=
w

Poy (1020 5°2)

-40

-50

25 -
-60

-70

0.001 0.01 0.1 1
t (roky) t (roky)

Obrazek 4.2 Impulsové odezvy plasté na stupni j=2 pro vodivostni modely A, B, C
(vlevo) a MIN (vpravo)
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Obrazek 4.3 Impulsové odezvy plasté na stupni j=3 pro vodivostni modely A, B, C
(vlevo) a MIN (vpravo)

4.2 Vysledky dekonvoluce

V této sekci jsou pouzity vyse spoctené funkce impulsové odezvy pro jednotlivé
vodivostni modely k Teseni obracené tlohy, tedy k rekonstrukci horizontalni
slozky magnetického pole na CMB. Pouzivame koeficienty go1 (zn. g0201)E|, J32
(zn. g0302) a g4 (zn. g0401) z modelu geomagnetického pole C3FM [12], ktery
zahrnuje interval let 1957-2008.

Kazda casova rada koeficientii je zobrazena v jednom grafu, po kterém vzdy
nasleduji 4 skupiny po 4 grafech, kazda z téchto skupin zobrazuje vysledky

'Pouzitim malého g;,, znamena, ze koeficienty jsou vyjadreny ve Schmidtové semi-normalizaci

. PSR i , L , oy . L
a je nutné je preskalovat na G§n)1 v plné normalizaci, které pouzivime v této praci.
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Obrazek 4.4 Impulsové odezvy plasté na stupni j=4 pro vodivostni modely A, B, C
(vlevo) a MIN (vpravo)

dekonvoluce, s pouzitim dolni propusti Npp = 10, 20, 30, 40, jak bylo diskutovano
v podkapitole 3.5. Protoze jsou data v casovych radach zaznamenana po hodiné,
a celkovy zédznam (véetné prodlouzeni na nejmensi vys$s$i mocninu dvou) je dlouhy
524288 hodin (tj. asi 60 let), vidime ze vztahu (3.3)), Ze tak propoustime pouze
periody delsi nez 5,985 roku, 2,993 roku, 1,995 roku a 1,496 roku v tomto potadi,
kratsi periody ofizneme.

Pro casovou radu g0201 je vykreslené vstupni pole na obrazku [4.5 vysledky
dekonvoluce [4.6] [4.7[A-8] {.9} Pro fadu g0302 vstup [£.10] a vysledky dekonvoluce

[4.11], [A.12, [4.13] .14, Pro radu g0401 vstup a vysledky dekonvoluce [4.16]

Ze ziskanych vyslednych koeficientti B](,lrz na CMB vidime, ze k nejvétsimu
utlumu nestatické slozky magnetického pole dojde u modelu C, déle B, A, MIN, a
to pro vSechny 3 pouzité vstupni rady koeficientti. Také vidime, ze nejvétsi vliv
méa pouzita dolni propust u vodivostniho modelu A, dale B, C, MIN.

Vysledky dekonvoluce z obrazku [4.6] {.11] vykazuji tvarovou shodu s
feSenim obracené tlohy adjungovanou metodou [9]. Lisi se ovSem skalovani, protoze
autori |9] invertuji vertikdlni slozku magnetického pole na povrchu a pouzivaji
jinou definici sférickych harmonik. Nejlépe pak zobrazenym grafim odpovidaji
ziskané grafy s pouzitym dolni propusti Nyp = 20.
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Obrazek 4.12 Koeficienty B:%) na CMB ziskané dekonvoluci ¢asové fady g0302 s
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Obrazek 4.13 Koeficienty Béé) na CMB ziskané dekonvoluci ¢asové rady g0302 s
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Obrazek 4.14 Koeficienty B:%) na CMB ziskané dekonvoluci ¢asové fady g0302 s
vodivostnim modelem MIN aplikaci dolni propusti Npp = 10, 20, 30, 40
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Obrazek 4.16 Koeficienty Bﬁ) na CMB ziskané dekonvoluci ¢asové rady g0401 s
vodivostnim modelem A aplikaci dolni propusti Nyp = 10, 20, 30,40
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Obrazek 4.17 Koeficienty Bﬁ) na CMB ziskané dekonvoluci ¢asové rady g0401 s

vodivostnim modelem B aplikaci dolni propusti Npp = 10, 20, 30, 40
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Obrazek 4.19 Koeficienty Bﬁ) na CMB ziskané dekonvoluci casové rady g0401 s

vodivostnim modelem MIN aplikaci dolni propusti Npp = 10, 20, 30, 40
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5 Prima uloha ve 3-D

Pro lateralné proménnou vodivost o = o(r) v zemském plasti neplati, ze
jsou navzajem separované jednotlivé stupné a rady sférickych harmonik j,m, ani
toroidalni a poloidalni pole. Problém je stdle linearni, ale jednotlivé koeficienty
vnitiniho pole na povrchu odpovidaji linearni kombinaci rtiznych filtri, aplikova-
nych na jednotlivé koeficienty poloidalniho i toroidalniho pole na CMB. Rovnice
se tak méni na maticovy konvoluéni filtr,

a0y = -0 (€) T + 3 / " P (0,7) BY, (et — 7)dr+
jm gm\™ a Lt =0 Jmgjm ) 3'm/\*™ (5 1)
J'm .

/ ijj/m/(O',T)B](?T)n/<C;t —T7)dT| .
7=0

Na obrézcich a jsou zobrazeny poloidalni, na obréazcich a pak
toroidalni funkce impulsové odezvy do SH stupné a rfadu 3 na CMB i na povrchu.
Byly spocteny 3-D kddem skolitele pro vodivostni model CUP20-OSC5 [13].

Je vidét, ze pro poloidalni funkce odezvy vzdy dominuje diagondlni slozka,
tedy j = 7/ a m = m’. Dominantni je tedy 1-D prubéh vodivosti. Vétsi vliv
lateralnich variaci vodivosti by bylo mozné ocekavat pro velkoskalové variace
elektrické vodivosti v tésné blizkosti CMB, které mohou byt rizného ptuvodu
(velké provincie nizkych rychlosti stfiznych vin - LLSVP, pritomnost fize post-
perovskitu, prinik Zeleza z jadra do plasté). Tyto otazky ale presahuji téma této
bakalarské préace.
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Z.aver

Odvodili jsme vztahy pro popis ulohy propagace magnetického pole z povrchu
jadra skrz zemsky plast, popsany sféricky symetrickym vodivostnim modelem.
Sepsali jsme program ve Fortranu, ktery takto zadanou tlohu pro dany vodivostni
model Tesi numericky a pouzitim prevzatych vodivostnich model a buzeni delta-
funkci na povrchu jadra jsme ziskali funkce odezvy propagace z horizontalni
poloidalni slozky magnetického pole na CMB do vnitinich koeficienti SH na
povrchu Zemé, pro 3 hodnoty SH stupné j = 2, 3, 4.

Déle jsme definovali obracenou tlohu jako dekonvoluci ¢asovych rad vnitinich
koeficienttt SH pomoci ziskanych funkci odezvy. Ukazali jsme, ze vhodnym zptiso-
bem feseni dekonvoluce je pouziti Fourierovy transformace. Sepsali jsme program
ve Fortranu, ktery dekonvoluci provedl s pouzitim rychlé Fourierovy transfor-
mace. PTi dekonvoluci jsme provedli tpravy na cyklické funkce a pred zpétnou
FT jsme nechali data projit dolni propusti, abychom zamezili vzniku nechténych
artefaktti. Pomoci tohoto programu jsme z prevzatych dat vertikalni poloidalni
slozky magnetického pole na povrchu Zemé spocitali horizontélni poloidéalni slozky
magnetického pole na CMB. Zjistili jsme, pro jakou dolni propust ziskana data
nejlépe souhlasi s prevzatymi hodnotami ziskanymi jinou metodou obracené tlohy.

Nakonec jsme vykreslili a porovnali mezi sebou prenosové funkce mezi riznymi
rady SH pro primou tlohu s lateralné proménnym vodivostnim modelem.
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A Prilohy

A.1 Sférické Harmoniky

Ptiloha Cerpa z [8].
Skaldrni funkce na 3-D prostoru mizeme rozepsat do fady SH [14],

(—1)my2 2]+ll m|)! pl|m|(cosq9)(s1n|m|g0) prom <0

(I+]ml)!
Vi = { TR cos) pom=0 (A1
VB R At coome) prom >

kde Pjy,(cos?) jsou normalizované asociované Legendrovy polynomy. Takovéto
funkce jsou vzajemné ortonormélni na jednotkové sfére,

[ il Y02 = G358 (A.2)

Vektorové funkce na 3-D prostoru miizou byt rozepsany do fady SH, pouzijeme
nasledujici variantu [15],

(S0, (Q)]j =0,....00, m = —j,...j, A= =1,0,1}, (A.3)
[9Y;(Q) 1 9Y;m(Q)
(0) _ _ J o J
S;n(Q) = e, x VqYjn(Q) o &~ 53 r 619- : (A.4)
S5 (Q) = Yim(Qe, (A5)
(Y, () 1 0Ym(Q) ]
(1 : _ J J
Sjm(Q) VQY;m<Q) o ey + sind 8@ ecp_ R (A6)
Kde 0 1 0
VQ = €y (A7)

ey
oY Ysind Oy
je uhlova cast gradientu, e,, ey a e, pak jednotkové vektory ve sméru prislusnych
sférickych souradnic. Vektorové SH jsou také ortonormalni na jednotkové sféte,

/ S(/\) /m/(Q>dQ N])\(S]j’émm/d)\)\/ (AS)
S normou
Nj)\ == (1 - 5,1/\) H] + (571)\7 (Ag)
II; =j(j +1). (A.10)
Nésledujici vztahy lze z definice odvodit,
df(r) - f(r
VI @)] = D s v0) D), (A1)
) (- d 1
v [rnsii)] = -n s - (14 1) st ()
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Vx [f(nSL Q)] = _Ts;.gz(m, (A.13)

v i) = (4 + 1) £, (A14)
V- [frsm] =0, (A.15)

v [0 @)] = (54 2) 5evine), (A.10
v [rmsti@] = -1,y ) (A17)

A.2 Daisledek Gaussovy véty

Vyjdeme z Gaussovy véty,
/V-de:j{ n-f ds, (A.18)
1% oV
kde nahradime f za f x g,
/V (f xg) dV = j{ (fxg) (A.19)
Znamou vektorovou identitou upravime levou stranu,
/V~(f><g) dV:/g-fodV—/f-ngdV, (A.20)
1% 1% v
dalsi vektorovou identitou pak pravou stranu,

f (fxg) dS— f (mxf)dS=¢ —f-(nxg) dS.  (A21)
ov ov
Kdyz pak dosadime zpét do vztahu (A.19)), dostaneme vyslednou identitu,

/g V x fdV = /f Vxgd/ — f ‘(nxg)dS.  (A.22)
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