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Abstrakt: Enceladus je ledovy mésic planety Saturn a jeden z objektd ve Slunec¢ni
soustavé s vyskytem kapalné vody. Patii mezi nejlépe prozkoumand ledova télesa
ve vesmiru. Je unikatni vyraznymi variacemi tloustky ledové slupky, souvisejicimi s
tepelnym tokem z ocednu. Cilem této prace bylo numericky urcit tepelny tok z ocednu a
vypocitat napéti na povrchu mésice pomoci metody koneénych prvka implementované v
softwaru FEniCS. Vypocty byly provedeny ve 2D axisymetrické geometrii za predpokladu
stability tvaru ledové slupky a viskézniho chovani ledu. Vysledky ukazuji, ze napéti
v latitudindlnim sméru dosahuje maxima okolo 40 kPa v oblasti jizniho pélu. Ledova
slupka je v latitudinalnim smeéru v polarnich oblastech v kompresi a na rovniku v extenzi,
zatimco v longitudindlnim sméru je v kompresi témér ve vSech zemépisnych sitkach.
Tepelny tok z oceanu je nejvyssi pravé na jiznim polu, kde mlze presdhnout 70 mW
m~2. Tyto vysledky naznacuji, Ze pro udrzeni stabilniho tvaru ledové slupky je v oblasti
jizniho pélu nezbytny vyrazny tepelny tok z ocednu. Zaroven ukazuji, ze je jizni pol v
kompresi, coz je vzhledem k pritomnosti gejzira prekvapivé.
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Title: Lateral variations in ice crust thickness as the key to understanding the internal
dynamics of Saturn’s moon Enceladus
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Abstract: Enceladus is one of the icy moons of the planet Saturn and one of the objects
in the solar system where liquid water is known to exist. It is also one of the best-studied
icy bodies in the solar system. One of the unique aspects of Enceladus is that its ice shell
thickness varies significantly. This variation is closely related to the heat flux coming
from the ocean. The goal of this thesis was to numerically determine the heat flux from
the ocean and compute the stress on the moon’s surface using the finite-element method
implemented in FEniCS software. The computations were performed in two-dimensional
spherical axisymmetric geometry, assuming that the shape of the ice shell is stable and
the ice behaves like a viscous fluid. The results show that the maximum latitudinal
stress is around 40 kPa in the area of the South Pole. Latitudinal stresses within the
ice shell are compressive at the poles and extensional at the equator. In contrast, the
longitudinal direction is characterized by compressive stress across nearly all latitudes.
The heat flux from the ocean is highest at the South Pole, where it can reach more
than 70 mW m~2. The results suggest that a significant heat flux from the ocean is
required to maintain the shape of the ice shell at the South Pole, where it is thinnest.
Additionally, the findings indicate that the South Pole is under compressive stress in
the latitudinal direction, which is unexpected considering the presence of geysers.
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Uvod

Jednou z nutnych podminek pro vznik Zivota je piftomnost vody. Zivot hleddme
hlavné na Marsu a na ledovych mésicich. Diky vesmirnym misim Galileo a Cassini-
Huygens, které byly vyslany k Jupiteru a Saturnu, bylo zjisténo, ze se pod
ledovou vrstvou mésicti Europa, Ganymedes, Callisto a Enceladus ukryvaji rozsahlé
rezervoary kapalné vody (Nimmo a Pappalardo, [2016). Tyto podpovrchové ocedny
mohou skytat prostifedi vhodné pro existenci primitivniho zivota, avsak jejich
piimé pozorovani soucasnymi technickymi prostredky neni mozné. Miizeme je
vsak studovat pomoci metod matematického modelovani.

Jednim z nejlépe prozkoumanych ledovych mésict je Enceladus. Sesty nejvétsi
Saturntv satelit dosahuje priiméru okolo 500 km, coz je priblizné sedmina velikosti
Mésice a desetina velikosti nejvétsitho Saturnova mésice Titanu (Dotson, 2018)).
Objeven byl v roce 1789, pojmenovan o vice nez padesat let pozdéji, nicméné
veétsi pozornosti se mu dostalo pravé az po pruletu sondy Cassini v roce 2005
a nasledném pozorovani ledovych gejzirt na jiznim poélu (Postberg et al., [2009,
Soucek, Béhounkové, Cadek et al., 2019).

Obrézek |1} ukazuje umeéleckou rekonstrukei mésice Enceladus, vytvorenou na
zakladé dat ze sondy Cassini. [lustrace znazornuje vytrysk ledovych ¢éstic, vodni
pary a organickych molekul z gejzirt v oblasti jizniho pélu.

Obrazek 1 Umélecké ztvarnéni Enceladu na zdkladé snimka sondy Cas-
sini(zdroj: https://photojournal.jpl.nasa.gov/catalog/PIA23175)

Ledova slupka na Enceladu ma promeénlivou tloustku. V oblasti jizniho pélu
mize byt tenkd pouhé 4 kilometry, zatimco na rovniku se mize blizit az ke 35 km.
Variace tloustky ledu byly popsany na zakladé analyzy tvarovych a gravitac¢nich
dat (Cadek et al., 2019). Pfedpokldd4 se, Ze maji spojitost se silnymi variacemi
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tepelného toku z oceanu, které pochazi ze slapové deformovaného silikatového
jadra. U jinych ledovych mésicti podobné vyrazné zmény tloustky nepozorujeme
(A et al., 2014). Numericky model by mohl ukézat, jak se tepelny tok z ocednu
meéni v zavislosti na zemépisné Sitce, a odpovédét na otazku, do jaké miry prispi-
vaji variace tloustky ledové slupky ke vzniku tektonickych utvart pozorovanych
na povrchu.

Ice shell thickness

Obrazek 2 Model tloustky ledové slupky ziskany na zdkladé idajt o gravitacnim poli
a tvaru povrchu, odvozeny pomoci sférickych harmonickych koeficientt (Cadek et al.,
2019)). V pripadé a) koeficientu Cog, Ca2, Csg, v pripadé b) rozvojem do stupné 6.

V této praci se budeme vénovat deformaci a prenosu tepla v ledové slupce
na Enceladu. Pro jednoduchost budeme provadét vypocty ve dvourozmérné (2D)
axisymetrické sférické geometrii a predpokladat, ze tvar ledové slupky je stabilni.
Tato prace navazuje na studii Soucek, Béhounkova, Cadek et al. , zde se ale
zameérujeme na srovnani spoc¢teného pole tepelného toku a napéti s povrchovymi
utvary na Enceladu.

Prvnim cilem je vyvinout program pomoci sotwaru FEniCS (Logg et al.,
Alnees et al., pro vypocet teplotnniho a napétového pole v ledové slupce
Enceladu pro zadané variace tloustky ledu metodou koneénych prvki. Dalsim
cilem je spocitat napéti v ledové kiite pro rozdilné velikosti zrna a vysledky
porovnat s tektonickym obrazem a jeho geologickou interpretaci. Nakonec se
pokusime odhadnout variace tepelného toku z oceanu.

Tato préace je strukturovand nasledujicim zptusobem. Nejprve si v kapitole 1.1
ujasnime, které fyzikalni rovnice, v jaké oblasti a s jakymi hraniénimi podminkami
budeme Ttesit. Nasledné se v kapitole 1.2 zamérime na numerickou stranku feSeni
a pocitacovy program FEniCS, v némz vypocty provedeme. Kapitola 2 je vénovana
prezentaci vysledkti. Nakonec se v kapitole 3 zamyslime nad tim, co jednotlivé
vysledky znamenaji v SirSim kontextu.



1 Metoda

1.1 Formulace tlohy

1.1.1 Ridici rovnice

V této praci budeme studovat deformaci a prenos tepla v ledové slupce pro
stacionarni ilohu. Zakony zachovani hmoty a hybnosti budeme uvazovat v Boussi-
nesqové aproximaci, ktera predpoklada, ze zmény hustoty ledu v disledku variaci
teploty jsou relativné malé, a lze je tak zanedbat vsude vyjma objemové sily.
Muzeme je pséat ve tvaru (viz napt. Kihoulou et al., 2023)

div i =0, (1.1)
divet + po(1 — (T — Tp))g = 0, (1.2)

kde ¥ je rychlost, t je Cauchyho tenzor napéti, py je hustota ledu pfi referencéni
teploté Ty, a je koeficient teplotni roztaznosti, T' je teplota a g je tihové zrychleni.
Daéle pro jednoduchost neuvazujeme setrvacné sily v rovnici , nebot Prandtlovo
¢islo ledu je fadu 10° nebo vetsi.

V Boussinesqové aproximaci ma zakon zachovani energie tvar

or
PoCy g, = —pocp¥ - grad T + div(k grad T') + @Q, (1.3)

kde t je cas, ¢, je mérna tepelna kapacita pri konstantnim tlaku, & je teplotni
vodivost a () je vnitini zahfivani vztazené na jednotku objemu. V této praci
oT

budeme ptedpoklddat, Ze ledova slupka je ve stavu termdlni rovnovahy (%, ~ 0),

a zanedbame konvekéni ¢len a vnitini zahfivani. Teplota 1" pak spliuje rovnici
div(kgrad T) = 0. (1.4)

Déle predpokladame, ze na geologické c¢asové skale se led chova jako viskozni
tekutina. Konstitutivni vztah pro nestlac¢itelnou tekutinu ma tvar

t = —pI + nlgrad ¥ + (grad ¥)"], (1.5)

kde p je tlak, I je identicky tenzor a n je viskozita. Dosazenim vztahu ([1.5))
do rovnice ((1.2)) dostavame vztah

— grad p + div(n[grad @ + (grad ©)7)) + po(1 — (T = Tp))§ =0,  (1.6)

ktery pozdéji pouzijeme pii vypoctech.

Viskozita ledu obecné zavisi na teploté, napéti a velikosti zrna (Goldsby
a Kohlstedt, 2001)), avsak v této praci pro jednoduchost nezahrneme vyvoj velikosti
zrna ani vliv napéti, a budeme uvazovat pouze teplotni zavislost (srovnej Soudek,
Béhounkové, Cadek et al., [2019):

n(T) = no - exp (}me (ZT - 1)) : (1.7)



kde T}, predstavuje teplotu tani ledu, 7y je viskozita pri teploté 7,,,, R je univer-
zalni plynova konstanta a E oznacuje aktivacni energii difizniho creepu (Goldsby
a Kohlstedt, 2001). Pozorujeme, Ze pfi nizkych teplotéch, které panuji na povrchu
ledového mésice, dava vztah nerealisticky vysoké hodnoty viskozity n presa-
hujici 10%° Pa s. Pro numerické feSeni problému by to mohlo znamenat komplikaci,
proto ji omezime shora viskozitou m,e, = 10** Pa s.

Teplotni zavislost parametru a je pomérné slaba (McCord a Sotin, 2005)), tudiz
jej aproximujeme konstantou. Teplotni vodivost k, kterda vystupuje v rovnici ,
budeme uvazovat ve tvaru (Carnahan et al., 2021)

_h

KT) =,

(1.8)

kde k; je experimentalné zjisténa konstanta. V tabulce shrnujeme c¢iselné
hodnoty parametri a konstant.

’ Symbol Vyznam Hodnota Jednotka ‘
g tihové zrychleni 0,13 m s>
00 hustota ledu pri referencni teploté 917 kg m~3
R univerzalni plynova konstanta 8,314 J K~! mol™!
Mo viskozita pfi teploté tani ledu 10* —10'® Pas
Nmaz maximalni viskozita 10%4 Pa s
a koeficient teplotni roztaznosti 1,6-1074 Kt
Ty referencni teplota pro hustotu 273,15 K
T teplota tani ledu 273,15 K
T povrchova teplota 59 K
E aktivacni energie difizniho creepu 59,4 kJ mol~!
k1 konstanta ve vztahu pro tepl. vodivost 612 W m™!
L meérné skupenské teplo tani ledu 333.,5 kJ mol~!

Tabulka 1.1 Seznam parametri a konstant

1.1.2 Vypocetni oblast a hrani¢ni podminky

Oblast, v niz pocitame rtidici rovnice, reprezentuje ledovou vrstvu na Enceladu
mezi povrchem a podpovrchovym ocednem. Stredni hodnota poloméru povrchu
a rozhrani voda-led je 252,1 km, resp. 232,1 km. Enceladus méa (v prvnim pfti-
blizeni) tvar trojosého elipsoidu, redlnou tlohu by tedy bylo potteba Tesit ve 3D
geometrii. V této praci ale vyuzijeme toho, ze variace tloustky ledu se na Enceladu
se zemépisnou délkou neméni tak vyrazné jako v zavislosti na zemépisné sitce.
To nam umozni jeho tvar reprezentovat pomoci 2D axisymetrické geometrie, ¢imz
si zjednodusime a zefektivnime vypocty. Oznac¢me vypocetni oblast velkym feckym
pismenem  a jednotlivé hranice jako I'y — I'y (viz obrézek [L.1).



’ ) osa symetrie —» 1
Horni hranice:

povrch mésice

Boéni hranice:

v-n=0 Dolni hranice: :
r - - rozhrani voda-led ! severni pdla jizni pol
LD rap— 5R=0
T =59K — it ="Po i . -
r, T=27315Kk| | T3 (€:7)=0
i g-n=0

Vypocetni oblast Q
ledova slupka

Obrazek 1.1 Vypocetni oblast Q a hraniéni podminky. Ulohu fesime ve 2D sférické
axisymetrické geometrii.

Na horni hranici ledové slupky I'; uvazujeme povrchovou teplotu Enceladu
T, = 59 K (Beuthe, 2018) a predpoklddame, ze normalova slozka rychlosti a teéna
slozka Cauchyho trakéniho vektoru (reprezentujici smykové napéti) jsou nulové:

St

=0, (1.9)

U -
tt=0t-f),=t-A— (A -t-M)i=0, (1.10)

31

kde 7 je normalovy vektor a index ¢ oznacuje tecnou slozku. Pro jednoduchost
budeme povazovat povrchovou teplotu Enceladu za konstantni a zanedbame tedy
jeji variace (u rovniku muze povrchové teplota dosahovat az 80 K (Beuthe, 2018))).

Jelikoz dolni hranice I'y (rozhrani voda-led) je fazovym rozhranim, uvazu-
jeme na ném teplotu tani ledu 7,,, a budeme pocitat s Neumannovou okrajovou
podminkou ve tvaru

St

kde pg je hydrostaticky tlak vody na hranici.

Pro bo¢ni hranici I'3 (severni a jizni p6l) z duvodu predpokladu axidlni
symetrie opét predepiseme podminky volného prokluzu a a navic
predpokladame, ze normalova slozka tepelného toku je nulova,

g-it=0. (1.12)

1.1.3 Ustaleny tvar hranice

Povrch ledové slupky modelujeme jako materialovy povrch, na kterém nedo-
chéazi k vymeéné cCastic s okolim. Vyvoj hranice je obecné popsan rovnici materialo-
vého povrchu (srovnej Kvorka et al., 2018):
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H
%t—f—ﬁ~gradH:0, (1.13)

kde H je funkce popisujici tvar hranice. V této praci budeme predpokladat ustaleny
tvar ledové slupky a funkci H tedy povazovat za konstantni v case.

Na dolni hranici (rozhrani voda-led) se do ptfedchozi rovnice pridava ¢len
reprezentujici vliv fazového prechodu (Slattery et al., 2007):

OH
E—I—(FM— i) -grad H = 0. (1.14)

Vektor 4@ ma vyznam rychlosti fazové zmény a je dan predpisem
g= 0 =), (1.15)

Lp;
kde L je mérné skupenské teplo tani ledu, p; je hustota ledu, g; oznacuje tepelny
tok na spodni hranici ledové slupky a @, je tepelny tok z ocednu. Rozdil (g, — q;)
ma tedy vyznam skoku v tepelném toku na rozhrani. Pokud bude 77 - ; > 77 - G,
dojde k zamrzani ocednu a zesileni ledové slupky, zatimco bude-li 77 - ¢; < 77 - G,
dojde k tani a ztenceni ledové slupky.

V této praci budeme predpokladat, ze je ledova slupka stabilni a tvar fazového
rozhrani se neméni. Abychom toho docilili, musi byt ¢len (¥4 ) - grad H v rovnici
roven nulovému vektoru, a tudiz ¥ - 7 = —u - 1. Teceni ledu na hranici tak
bude kompenzovat bud zamrzani vody z oceanu, nebo tani ledu. To znamena, ze
musi byt splnéna podminka (Kvorka et al., [2018)

Lpit -5 =i (G, — ). (1.16)

Resenim rovnic (L.1),(L.4) a ziskdme rychlost teceni ledu ¥ a tepelny tok
na spodni hranici ledové slupky ¢;. Pomoci rovnice pak muzeme urcit nor-
malovou slozku tepelného toku z ocednu g, jenz je potiebny k udrzeni stabilniho
tvaru ledové slupky.

1.2 Numericka metoda reseni

1.2.1 Slaba formulace

Ridici rovnice budu fesit pomoci softwaru FEniCS (Logg et al., 2012, Alnas et
al., 2015)), jenz stoji na metodé koneénych prvku, coz je jedna z metod pro feseni
parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDR). Ptfed fesenim PDR pomoci metody
konecénych prvki je tfeba udélat dva dulezité kroky (Logg et al., 2012):

1. Vyjadrit PDR ve slabé formulaci.

2. Specifikovat funkéni prostory trial a testovacich funkei (V a V), COZ znamena
specifikovat vypocetni sit (mesh) a typ koneénych prvki.

Do slabé formulace nyni prevedeme rovnice (1.1)), (1.3) a (1.6]). Nejprve to pro-
vedeme pro klasickou kartézskou geometrii a v nasledujici sekci pro geometrii

sférickou.
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Rovnice kontinuity

Rovnici kontinuity ([1.1)) prendsobime skaldrni testovaci funkei x a zintegrujeme
pres oblast €:

/ Y div7dQ = 0. (1.17)
Q

Pohybova rovnice
Pohybovou rovnici (I.6) pfendsobime vektorovou testovaci funkei d a také
zintegrujeme pres oblast
/Qﬁ - [~ grad p + div(n[grad v + (grad #)"]) + po(1 — a(T — Tp))g] dQ = 0.
(1.18)

Nyni se zamétime na tlakovy clen. Skalarni soucin si prevedeme do slozek, pomoci
metody per partes vyraz upravime a vratime se ze slozkového do vektorového
zZapisu:

/ —J- grad pdS) = /ﬁkaxk ds)

_/paﬂk dQ—/ pﬁknde
Oxy, a0

:/deiv )dQ—/an(ﬁ-ﬁ)ds. (1.19)

U viskézniho ¢lenu pro tsporu mista vyuzijeme zapis s tenzorem rychlosti defor-
mace

1
d= §[grad27+ (grad ©)"] = sym(grad ¥), (1.20)

a pro lepsi prehlednost opét prevedeme skalarni soucin do slozkového zapisu
a provedeme integraci per partes (abychom eliminovali druhé derivace):

277d,j)

]

:—/2 dwdsn/ 20,d;yn; dS

/ 3 - div(2nd) dQ = / 9; a9,

:—/ 2 grad 9 ddQ+/ omd - d -7 dS. (1.21)
Q o002

Treti ¢len (s tthovym zrychlenim) nebudeme déle upravovat a podivime se nyni
na jednotlivé integraly pres hranici 0€2:

— J-i)dsS
aQp( 1) d>S,

ond - d - i dsS.

o0N

Na povrchu mésice a na pélech (tj. horni a bo¢ni hranici) jsme predepsali podminku
(11.9) a (1.10)), zatimco na dolni hranici mame okrajovou podminku ([1.11]). Nejprve
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udélejme maly tkrok stranou. Normalovou slozku tenzoru napéti prenasobime
funkei ¥ a pouzijeme konstitutivni vztah ([1.5)):

G- (t-it) =0 (—pI +nlgrad ¥ + (grad 0)7]) - 7t
—J-(—pI+2nd)-ii
= —p(J-7)+ 200 -d-7i. (1.22)
Z podminky ((1.9) vyplyva:
/ p(d - 7)dS =0, (1.23)
I
md-d-7dS= [ J-(t-7)ds, (1.24)
Fl 1—‘ll

kde vektor napéti (t - 7) rozlozime na teénou a normélovou slozku a pomoci

podminek ((1.9) a (1.10) ukdzeme, Ze:

— —

/ 6-(t-ﬁ)dsz/ [0 (¢ /)7 + [ (t- @) 1)dS =0, (1.25)
Fl 1_‘1
kde 7 je tetny vektor. Z toho plyne:

md-d-idS =0. (1.26)

I'1

Obdobné mizeme postupovat i pro bo¢ni hranici I's. Pro podminku ((1.11)) vyplyva
ze vztahu (1.22)), ze:

—p(J-A)+ 200 -d -7t =0 - (—poit). (1.27)
Slabou formulaci pohybové rovnice tedy miizeme psat v nasledujicim tvaru:

/deiv(ﬁ) —2ngradd: d+ po(1 — a(T —Tp))G- 0dQ2— | - (—poii) dS = 0.
T2
(1.28)

Teplotni rovnice

Rovnici (|1.4) pfenasobime skalarni testovaci funkei 7 a integrujeme pies oblast
Q:

/ 7(div(k grad T)) d = 0. (1.29)
Q
Po integraci pomoci metody per partes ziskavame nasledujici vztah:

/Q —7(div(kgrad T')) dQ2 = /Qk: grad(7) - grad(T) dQ — /89 7(k grad(T)-ndS
(1.30)

Z podminky ((1.12)) dostédvame:

/F 7(k grad(T) - 1dS = 0 (1.31)

13



protoze ¢; = —k grad(T"). Také plosny integral pres I'; a I'y bude diky Dirichletove
okrajové podmince (tj. 7 = 0) nulovy:

(/ —r(k grad(T) - @ dS = 0. (1.32)
' U’y
Slabou formulaci teplotni rovnice tedy mtizeme psat v nasledujicim tvaru:

/Qk grad(r) - grad(T") dQ2 = 0. (1.33)

1.2.2 ReSeni problému v programu FEniCS
2D axisymetricka geometrie

Protoze problém fesime ve 2D axisymetrické geometrii, je potteba modifikovat
rovnice (1.17), (1.28), (1.33)). Software FEniCS sice primarné vyuziva klasické
kartézské souradnice, ale pomoci vhodnych technik umoznuje zahrnout do vypoctii

vvvvvv

diferencialni operatory gradient a divergenci. Uvazujme valcové souradnice dané
vztahem

T =T Cosp, (1.34)
y =1 singy, (1.35)
z =z, (1.36)

kde r € (0,00) je vzdédlenost od osy symetrie a ¢ € [0,27) je zemépisnd délka.
Jakobian soufadnicové transformace je pak | J |= 7.

Pro odvozeni diferencidlnich operatori muzeme zavést Laméovy koeficienty h;
a pomoci nich formulovat vztahy pro gradient skalaru, divergenci vektoru, gradient
vektoru a symetrickou ¢ast gradientu vektoru (Martinec, 2011))

op  0p
A it 1.37
3
P=_ yYkix (1.38)
k=1
1 op
€ = ——— 1.39
1 96
do = — €y 1.40
gra (b zk: hk a.l‘k Ck ( )
- 1 0 0 0
divv = thQh?) (al’l(h2h3UI) + aib(hghlvg) + a{L’3<h1h2U3>> (141)
1 (Ovg 1 Ohg _
, he \ oy T Zomzh by oo Vm) L=,
(grad o) = {hf (%v'f AN ) |2k (1.42)
e \Gox 901 Uk 7k,

kde . jsou kiivocaré souradnice, y; kartézské souradnice, p je kartézsky polohovy
vektor, i; jsou jednotkové kartézské vektory, € jednotkové vektory ve smeéru
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krivocarych souradnic, ¢ je libovolna skalarni funkce a v je libovolna vektorova
funkce.
Pro valcové souradnice mame Laméovy koeficienty

hy =1, (1.43)
hy =T, (1.44)
h,=1. (1.45)

Kdyz je dosadime do vztahu (1.40)), (1.41) a (1.42)) a vyuzijeme toho, Ze skalarni
i vektorové veli¢iny uvazujeme konstantni ve sméru zemépisné délky, dostaneme
nasledujici vztahy (srovnej s Kihoulou, 2021)):

oo , 0o
— - A4
grad ¢ 8r€r+ 5, ¢ (1.46)
1/0 0 ) ov ov
T S v _r r z 1.4
div ¥ . (8T(rvr)+az(mz)> " + o + 5, (1.47)
gradd=| 0 = 0 [. (1.48)
vz g vz
or Oz

Gradient skalarni funkce zlistava ve stejném tvaru jako v kartézskych souradnicich,
naopak u divergence vektorové funkce se objevuje navic ¢len v,/r. Gradient
vektorové funkce ma navic slozku ¢, ktera je rovna také v, /r.

Ackoliv jsou rovnice formulovany ve valcovych souradnicich, geometrie tlohy
odpovida 2D sférické axisymetrii, a proto si definujeme také jednotkovy vektor
v radidlnim a te¢ném smeéru:

r z
gra = s 5 1.49
d (\/T2+22 \/T2+22> ( )

—z r
€ = , . 1.50
t (\/r2+z2 \/7’2+z2> (1:50)
Tihové zrychleni § uvazujeme ve tvaru:
J=—0 €rad- (1.51)

Rovnice kontinuity a pohybova rovnice

Pro rovnici kontinuity ve slabé formulaci pouziji cylindrickou divergenci danou
vztahem ([1.47)). Pomoci ni 1ze jednoduse prepsat rovnici kontinuity (1.17]) jako

/ divd y rdQ = 0. (1.52)
Q
Ve slabé formulaci pohybové rovnice vystupuje ¢len obsahujici

2gradv: d = 2d : grad J = (grad ¥ + (grad ¥)7) : grad J (1.53)

Protoze predpokldadame, ze v i J splnuji vztah ((1.48)), jejich gradienty maji
v novych souradnicich slozku pp. Ke slabé formulaci pohybové rovnici tak musime
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pricist ¢len 272 Y= (viz Kihoulou, [2021). Hydrostaticky tlak py na spodni hranici

T r
muzeme vyjadrit ve tvaru

Po = (Dpz — hbotpw)ga (154)

kde D je stfedni tloustka ledové slupky a hy. je topografie spodni hranice.

Zatimco pro hranici 'y muzeme free-slip hranié¢ni podminku (rovnice
a ) ve FEniCSu zadat primo, protoze je rovnobézna s kartézskou osou z,
u horni hranice I'; to takto jednoduse provést nelze. Tato hranice je zakfivena
a neumoznuje jednoduse vyjadrit slozky rychlosti ve smérech x a y. Misto toho je
implementujeme pomoci Nitscheho metody priddanim dodatecnych ¢lentt do slabé
formulace rovnice (Burman, 2012):

+ /L (7 - (—pI + n[grad @ + (grad ©)7)) - @) (J - @) dS, (1.55)
- (7t - (—xI + nlgrad J + (grad 9)7)) - @) (¢ - 77) dS, (1.56)
- Fln(T)fi(ﬁﬁ)(@-ﬁ)dS, (157)

kde x je testovaci funkce pro tlak z rovnice (1.52)), 5 > 0 je penaliza¢ni parametr
a hy je maximalni velikost prvku sité. Slabou formulaci pohybové rovnice tedy
muzeme psat ve tvaru

/deiv(g)r —n(2d: (grad 9)")r + po(1 — (T — Ty))G - U 7 + 277%;% ds

- F2(5 < 11) (hyotpw — Dpi)g 7 dS

+ | (- (=pI +nlgrad ¥ + (grad 7)) - @) (9 - i) rdsS,

= G (X nlgrad d + (grad 9)7)) - @)(7 - @) r dS,

- /. n(T)i(*-ﬁ)(ﬁ-ﬁ) rds =0, (1.58)

kde vzdalenost od osy symetrie r predstavuje jakobian prechodu z kartézskych
do valcovych soutradnic. Rovnice kontinuity a pohybova rovnice se do-
hromady nazyvaji Stokestiv problém a Tesime je zaroven. K jejich feseni pouzivame
skalarni linearni lagrangeovské prvky pro tlak a vektorové kvadratické lagran-
geovské prvky pro rychlost (tzv. Taylor-Hood elementy, viz Larson a Bengzon,

2013).
Teplotni rovnice

Slabou rovnici rovnice pro teplotu muzeme ve valcovych souradnicich psat
nasledovne:

/ k grad(r) - grad(T) rdQ2 = 0. (1.59)
Q
K jejimu feseni pouzijeme skalarni linearni lagrangeovské prvky. Maticovou tlohu

zde z dlivodu nelinearity teplotni vodivosti k fesime pomoci Newtonovy iteracni
metody.
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Vypocet

Do vypocetniho programu ve FEniCSu, jehoz podstatny zaklad jsem prevzal
od Martina Kihoulou s jeho laskavym svolenim, nejprve zadédme jako vstup
tloustku ledové slupky (Cadek et al., 2019). Poté vyfesime rovnici pro teplotu

(1.4)) a nasledné fesime Stokestv problém (rovnice (|1.1)) a (1.6])). Pomoci Fourierova
zakona ziskdme z vypocitané teploty tepelny tok ¢; na spodni hranici ledové slupky

¢ = —k gradT. (1.60)

Ze vztahu (|1.16)) pak uréime normalovou slozku tepelného toku z ocednu @, kterd
je potirebna k udrzeni stabilniho tvaru ledové slupky. Z rychlosti ¥ poté vypocteme
deviatorickou slozku tenzoru napéti

t? = nlgrad 7 + (grad ¥)"] = 2nd. (1.61)

17



2 Vysledky

2.1 Tepelny tok

V této sekci se zamérime na tepelny tok pro rozdilné hodnoty viskozity ng
ze vztahu . Na obrazku Vlevo porovnavame v zavislosti na zemépisné kositce
0 (angl. colatitude) normélové slozky tepelného toku z ocednu ¢, a tepelného toku
na spodni hranici ledové slupky ¢, pro viskozitu 7y = 10* Pa s. Vpravo je poté
velikost normdlové slozky rychlosti teceni ledu @. Na obrdzku [2.2] sledujeme totéz
pro viskozitu 1y = 10* Pa s a na obrazku [2.3| pro ny = 10 Pa s.

801 — qu
Qi
0
704 -
- °
~ ~
I IS
E 60 1 g 1
Z i
= 501 £
~
S g
> o -2
£40 g
g 2
O
& £
30 s
= -3
20
0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180
Zemépisna kosirka [°] Zemépisna kosirka [°]

Obrazek 2.1 Normalové slozky tepelného toku ¢ a rychlosti ¥ na spodni hranici pro
no = 10 Pa s v zévislosti na zemépisné kosiice.
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Obrazek 2.2 Normalové slozky tepelného toku ¢ a rychlosti ¥ na spodni hranici pro
no = 10' Pa s v zavislosti na zemépisné kositce.
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Obrazek 2.3 Normaélové slozky tepelného toku ¢ a rychlosti ¥ na spodni hranici pro
no = 10'6 Pa s v zavislosti na zemépisné kosiice.

Z ptredchozich obrazkiu lze vycist, ze pro zvysujici se viskozitu 7y se snizuje
normalova slozka rychlosti ¥. Dale je patrné, ze pro zvysujici se 19 se krivka
tepelného toku g, priblizuje krivce g;. Plyne to ze vztahu (|1.16)) - vidime totiz,
ze pro klesajici norméalovou rychlost klesa také velikost skoku v tepelném toku
na rozhrani. Pro rychlosti blizké nule je tedy ¢len ¥ - 7 zanedbatelné maly, coz vede
k tomu, ze i ¢len 7i-(§,,—q;) bude zanedbatelny. V disledku toho je normalova slozka
G, témér shodnd s normalovou slozkou ¢;. Velikost normalové slozky tepelného
toku z oceanu G, se pohybuje fadové v desitkdch mW m~2. Nejvyssi hodnotu jsme
zaznamenali na jiznim pélu mésice, kde presahuje 70 mW m~2.

2.2 Deviatorické napéti

Nyni se budeme vénovat deviatorické slozce Cauchyho tenzoru napéti t”

na horni hranici. PfepiSme si vztah pro viskozitu ((1.8) jako
n(T) =no-m(T) (2.1)

a pouzijme jej k tpravé vyrazu (1.1]) a (1.6):

—grad p + div(ny m[grad ¥ + (grad 7)7]) + po(1 — (T — T))g = 0. (2.2)

Protoze ng je konstanta, plati:

— grad p + div(n: [grad (09) + (grad(ne?))"]) + po(1 — a(T = Tp))g = 0. (2.3)

Zaroven vynasobeni obou stran rovnice (|1.1)) konstantou 7, implikuje:
div(ne?) = 0. (2.4)
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Pokud bychom si definovali skdlovanou rychlost @ nasledujicim zpusobem:
W = nov, (2.5)

muzeme pak psat rovnici kontinuity a pohybovou rovnici ve tvaru

div = 0 (2.6)
— grad p + div(m[grad @ + (grad @))"]) + po(1 — a(T - Ty))§ = 0.

Stejnym zpusobem prepiseme také konstitutivni vztah ((1.5)):

t = —pI + m[grad @ + (grad w)’]. (2.8)

Vidime, ze jsme dostali stejny tvar fidicich rovnic Stokesovy tlohy. Pokud budeme
ménit viskozitu pri teploté tani ny a pritom bychom n; zachovali stejné, dojde
pouze ke zméné rychlosti ¥ (nepfimo tmérné 7)), zatimco Cauchyho tenzor napéti
t by ztstal nezménén. Tim, Ze z numerickych divodi zavadime omezeni viskozity
shora (tzv. cut-off) viskozitou 9,e, = 10?* Pa s, tak zména 7y ovlivni také Cinitel
m (k offznuti viskozity dojde v jiném misté ledové slupky).

Obrazek zndzoriuje zdvislost slozky t2) na povrchu mésice na zemépisné
kositce 6 pro rizné hodnoty 7.

teD@ - _»t N tD . é} (29)

20
—— no=10"Pas

10 no=10%Pas
— no=10%Pas

0
~10 X//

Deviatorické napéti [kPa]

0 30 60 ) 120 150 180
Zemépisha kositka [°]
Obrazek 2.4 Devidtor tenzoru napéti tP (slozka t})) na horni hranici v zévislosti
na zemeépisné kositce 6 pro ruzné hodnoty 7g. Cervend ¢arkovana ¢ara zobrazuje hodnotu

tOD@ = 0. Kladné hodnoty t{o')a znaci, ze ledova slupka je v tomto misté v latitudindlnim
sméru v extenzi, zaporné v kompresi.

Pozorujeme, Ze deviatorické napéti t5), dosahuje hodnot desitek kPa a se zménou
viskozity 79 se méni pouze v jednotkach kPa, coz je ve shodé s tivahou vyse
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o zachovani Cauchyho tenzoru napéti pti zméné ny. Nejvyssich ¢iselnych hodnot
dosahuje na jiznim pélu.

Podivejme se dale na vlastni sméry tenzoru napéti na povrchu mésice, na spodni
hranici a pro body ptiblizné uprostied ledové slupky (vSe pro ny = 10 Pa s).
Na obrazku[2.5]je zachycena jejich velikost, zatimco na obrazku [2.6]jsou normované
na stejnou hodnotu.
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A Yy 7
”
100 \ I~ 5§<
— * + A{/
E o + -
= + - e
-100 - \'t‘
% yol
“ 4
el (741
—200 v \\ pr=as
8 JV -
—300 20 kPa 20 kPa 20 Pa
0 100 200 300 0 100 200 300 0 | 100 200 = 300
X [km] X [km] X [km]

Obrazek 2.5 Vlastni sméry devidtoru tenzoru napéti t”. Vlevo na povrchu mésice,
uprostied ve stiedu ledové slupky, vpravo na spodni hranici. Zlutou barvou jsou vyzna-
¢eny body ledové slupky, v nichz vyhodnocuji tenzor napéti, cervené Sipky znaci extenzi,
modré kompresi. Napéti na spodni hranici je zhruba tisickrdt mensi nez pro horni
hranici, na obrazku vpravo jsou tedy Sipky z divodu viditelnosti tisickrat prodlouzeny.
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Obrazek 2.6 Vlastni sméry devidtoru tenzoru napéti t” normované na stejnou
hodnotu. Cernou ¢arkovanou c¢arou je znazornén tzv. tecny cylindr, pomyslny valec
rovnobézny s rotacnim vektorem, dotykajici se jadra.

Pokud se na obrazcich a zamé&iime na latitudindlni smér, sledujeme
obdobné rozlozen{ komprese a extenze jako na obrazku [2.4] Obrazek nena-
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znacuje, ze by zména orientace hlavnich sméri napéti primo souvisela s polohou
tecného cylindru, protoze k jeji zméné dochazi v jiné oblasti, nez kde se tecny
cylindr dotyka ledové slupky.

Ve 2D sférické axisymetrické geometrii ma gradient vektorové funkce také
longitudinalni slozku . Pro deviator tenzoru napéti je zfejmé dana vztahem

th, = 20— (2.10)
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Obrazek 2.7 Longitudindlni slozka deviatoru tenzoru napéti. Na ose x jsou hodnoty

slozky tg‘p a na ose y zemeépisna kosirka 6.

Obrazek 2.7 ukazuje, Ze ledova slupka je v longitudindlnim sméru v kompresi
témer pro vsechny zemépisné sitky. Nejvyssich hodnot dosahuje tﬁp v okoli jizniho
pélu meésice.
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3 Diskuze

V této praci predpokladame ustéleny tvar ledové slupky, a tedy, Ze rozdil
v tepelnych tocich na spodni hranici ledové slupky je kompenzovan te¢enim ledu.
Velikost tepelného toku z ocednu se pohybuje v fadu desitek mW m~2 s maximem
v oblasti jizniho pélu. Vysledky, které jsme ziskali, jsou v souladu s predchozi
studii Cadek et al. (2019) a na jejich zakladé lze usoudit, Ze aby ledova slupka
zustala stabilni, je potieba silny tepelny tok v okoli jizniho pélu.

Napéti v latitudindlnim sméru, ¢5), nabyvd na povrchu hodnot desitek kPa,
coz je radove srovnatelné s napétim slapového pivodu, spocitanym v praci Soucek,
Béhounkova, Cadek et al. (2019). Tyto hodnoty jsou vyrazné pod mezi pevnosti
krystalického ledu, ktera byla zmétrena v laboratornich podminkach na Zemi
(Petrovic, |2003)). Pfesto na povrchu pozorujeme tektonické tutvary. Redlnd mez
pevnosti ledu totiz mize byt na Enceladu nizsi. Gravitacni zrychleni dosahuje pouze
0,13 m s72 a led nemusi byt piisobenim dlouhodobé zatéZe plné konsolidovany.
Navic v mistech, kde je ledova slupka tenci (naptiklad na jiznim polu), muize
byt napéti lokdlné zesileno. Pokud bychom se soustiedili na mensi oblast (okolo
néjakého lokalniho geologického titvaru), mohli bychom spocitat vétsi hodnoty
napéti.

7 vysledku je patrné, ze rada vyznamnych geologickych procesi se soustiedi
v oblasti jizniho p6lu. Uvnitt této oblasti, oznacované v anglické literature jako
South Polar Terrain (SPT) a lezici pfiblizné mezi 150° zemépisné kosiiky (60°
jizni §itky) a samotnym pdélem, se nachdzi ¢tyfi trhliny, souhrnné oznacované
jako Tygri pruhy (angl. Tiger Stripes), které se pusobenim periodické slapové
deformace oteviraji a zaviraji. Pravé zde zdokumentovala sonda Cassini pritomnost
gejzirl, které témito trhlinami chrli ¢astice ledu a vodni pary z podpovrchového
oceanu do okoli. Nas model napovida, Ze jizni pol je v kompresi, coz se v kontrastu
s o¢ekavanou extenzi, souvisejici s pritomnosti gejziri, jevi jako neobvykly vysledek.
Gejziry jsou bézné spojovany s extenzi, kde roztahovani ledové kiiry umoznuje
vznik trhlin a nasledné vytrysknuti ledovych ¢astic zpod povrchu. Prace Soucek,
Béhounkova, Lanzendorfer et al. (2024]) ovsem popisuje mechanismus, umoznujici
otevieni zlomu i za podminek celkové komprese (obrazek 2). Protoze napéti
odhadnuté nasim modelem je srovnatelné se slapovym napétim z prace Soucek,
Béhounkova, Cadek et al. (2019), nemusi ani ndmi pfedpovidand komprese branit
otevieni zlom.

Ledova slupka je v longitudinalnim sméru v kompresi témér po celém povrchu.
To by mohlo odtvodnit pro¢ u tektonickych utvart na povrchu ptrevazuje severo-
jizni orientace. V této praci jsme pro usnadnéni vypoctl zanedbali nékteré realné
efekty a zavedli nékolik zjednodusujicich predpokladii. Mezi né naptiklad patii
fakt, ze jsme vztah pro viskozitu uvazovali pouze s teplotni zavislosti. Byl tak
zcela vynechan vliv napéti. Nami zvoleny model viskozity odpovida tzv. diftznimu
teceni (creepu) (Goldsby a Kohlstedt, 2001).

Obecna viskozita, do které kromé difizniho creepu zahrneme i jiné deformacni
mechanismy polykrystalického ledu, mtize byt popsana pomoci kompozitniho
modelu pro efektivni viskozitu:

1 1 1 1 1
= —+—+ +—,
Neff  Ndif  Ndist  MeBS T MBS Mmax

(3.1)
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kde nss je efektivni viskozita, 145 dislokacni creep, ngps teceni po hranicich zrn
(angl. grain boundary sliding) a npg skluz v bazélnich rovinach zrn (angl. basal
slip), které jsou obecné dény vztahem pro viskozitu (viz Kihoulou et al., 2023):

T Q
= exp (2, 2
=SB byt P (RT) (32)

kde d je velikost zrna, t¥; je druhy invariant devidtoru Cauchyho tenzoru napéti
ap, 1, Q, Ban jsoumateridlové parametry popsané v tabulce 1 v praci Kihoulou
et al. (2023)):

Pokud ¢iselné hodnoty parametri z této tabulky dosadime do vztahu (3.2)),
miizeme si vypocitat také ostatni viskozity a porovnat je pro teplotu na spodni
hranici 75, s nasim modelem viskozity. Pokud nam vyjdou mensi nez 74;f, zna-
menalo by to, ze ve vztahu pro efektivni viskozitu budou hrat vétsi roli
a bylo by ke zvazeni, jestli by nemély byt zahrnuty do naseho vypoctu. Ve vztahu
pro dislokac¢ni creep a basal slip nevystupuje velikost zrna, ale je zde zavislost
na napéti. Vypocitame si tedy druhy invariant deviatorické ¢asti Cauchyho ten-
zoru napéti: t2 = /tP: tP/2 a vyhodnotime jej na spodni hranici, kde dosahuje
nejvyse 30 Pa. Dostavdme: 14y ~ 10** Pa s, ngg ~ 10'° Pa s.

Ve vztahu pro grain boundary sliding vystupuje kromé napéti také velikost zrna.
Tu muzeme urc¢it z naseho modelu disloka¢niho creepu pomoci . Viskozita
no = 10 Pa s odpovidé velikosti zrna 0,6 mm, viskozita 17y = 10'® Pa s velikosti
2 mm a 79 = 10'% Pa s velikosti 6 mm. Vysledkem je viskozita ngps ~ 101* Pa s
pro velikost zrna d = 0,6 mm, ngpg ~ 10'° Pa s pro d = 2 mm a ngps ~ 10! Pa s
pro d = 6 mm, neboli nggs ~ 1. Na zdkladé toho mizeme usoudit, ze pro
viskozitu 1y = 106 Pa s se za¢ind vyznamndji projevovat vliv dalsich reologickych
mechanismi, a zvoleny model viskozity tak nemusi byt nadale postacujici.

Dalsimi zjednodusenimi jsou Boussinesqova aproximace a zanedbani setrvac-
nych sil v rovnici popisujici zakon zachovani hybnosti. Bézné pouzivand Boussi-
nesqova aproximace umoznuje zjednodusit formulaci rovnic bez zdsadni ztraty
presnosti vysledkti. Zanedbani setrvacnych sil v rovnici zachovani hybnosti je
rovnéz fyzikalné rozumné, protoze Prandtlovo ¢islo ledu je vysoké a viskozni sily
tak vyrazné prevysuji sily setrvacné. Predpoklad stacionarniho rozlozeni teploty
se zanedbanim konvektivniho ¢lenu je odtivodnény tim, Ze rychlosti teceni ledu
jsou malé a sméruji podél hranice ledové slupky.

Pro popis ledu jsme vyuzili model newtonovské viskoézni tekutiny, coz je
bézna praxe pri popisovani chovani ledu na dlouhych ¢asovych skélach. Na po-
vrchu mésice vsak pozorujeme geologické tutvary, které vznikly prasknutim ledu.
Pokud bychom je chtéli zahrnout do nasich vypoc¢t, museli bychom pracovat
s visko-elasto-plastickou reologii ledu.

Ve vypoctech jsme uvazovali 2D axisymetrickou oblast, kdyz jsme vyuzili
skutecnosti, ze zmény tloustky ledu na Enceladu v zavislosti na zemépisné délce
jsou ve srovnani se zménami podle zemépisné sitky zanedbatelné. Trojrozmérny
model ale vice odpovida realné situaci, proto by v pripadném pokracovani prace
bylo rozumné rozsirit nase vypocty do 3D sférické geometrie.
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Zaver

V této praci jsme se zabyvali deformaci a prenosem tepla na Enceladu. Vytvorili
jsme pomoci softwaru FEniCS program pro feseni diferencidlnich rovnic metodou
konec¢nych prvkia a pomoci néj se pokusili odpovédét na otazky, jak predikované
pole napéti na Enceladu souvisi s tektonickym obrazem ledové slupky a zda
vypocitany tepelny tok s oceanu odpovida modelim oceanské dynamiky:.

Pri interpretaci vysledki je dilezité vzit v potaz vSechna zjednoduseni, kterych
jsme se dopustili v nékolika aspektech naseho modelu. Zatimco Boussinesqova
aproximace ¢i zanedbani setrvac¢nych sil bude mit na vysledek pouze maly vliv,
tak 2D geometrie nebo viskézni chovani ledu by jej mohlo ovlivnit vice.
Vysledky prace mizeme shrnout do nasledujicich bod:

1. Velikost napéti v tecném sméru se pohybuje v radu desitek kPa a dosahuje
maximalnich hodnot 42 kPa v oblasti jizniho polu. Ledova slupka je v la-
titudinadlnim sméru v rovnikovych oblastech v extenzi a naopak na obou
pélech v kompresi.

2. V longitudinalnim sméru je ledova piilka v kompresi pro témér vsechny
zemepisné kositky a nejvyssich hodnot priblizné 40 kPa dosahuje opét
v blizkosti jizniho poélu.

3. Tepelny tok z ocednu je nejvyssi v oblasti jizniho pélu, kde mtze nabyvat
pfes 70 mW m~2. Tyto vysledky ukazuji, Zze aby ledova slupka zistala
stabilni, potfebuje na jiznim polu vyrazny tepelny tok z oceanu.

Do budoucna by bylo mozné vyuzit jiné modely tloustky ledové slupky, které
vznikly v minulych letech, a porovnat je s vysledky této prace. V nasledujicich
studiich také muizeme zohlednit nékteré ze zjednodusujicich predpokladii pouzitych
v této praci (napriklad prechod ke 3D geometrii).
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A Prilohy

A.1 Konvekéni benchmark

Pred samotnym teSenim tidicich rovnic uvniti ledové slupky Enceladu pomoci
softwaru FEniCS jsme nejprve ovérili spravnost jejich implementace a soucasné
ziskali praktické zkusenosti s timto néastrojem. K tomu jsme vyuzili konvekéni
benchmark (Blankenbach et al., 1989), kde jsme porovnali nase vysledky — bezroz-
meérné Nusseltovo ¢islo Nu a stiedni kvadratickou rychlost v,.,,,s — s referenénimi
hodnotami.

V konvekénim benchmarku nalezneme srovnani vysledkii dvanacti rtiznych
vypoc¢tl rovnic termalni konvekce v pravotihlé oblasti o délce [ a vysce h. Nusseltovo
¢islo (pomér celkového a konduktivniho tepelného toku) a stredni kvadraticka
rychlost se v Blankenbach et al. (1989) poc¢itaji pomoci vztahi:

—hfé 0.7 (x,z = h)dz
JiT (2,2 = 0)dx

L1 f sk 1/2
UTmSZ/@(hl/o/o U-ﬁdzdx) , (A.2)

kde k je tepelna difuzivita, 0,7 = ?TZ a h a l jsou vyska a délka vypocetni

oblasti. V tabulce shrnujeme ¢iselné hodnoty parametrii a konstant pouzivané
v konvekénim benchmarku.

Nu =

, (A1)

’ Parametr Vyznam Hodnota  Jednotka ‘
g gravitac¢ni zrychlen{ 10 m s 2
00 referenc¢ni hustota 4000 kg m~3
Cp meérnd tepelna kapacita 1250 JK ! kg™t
o koeficient teplotni roztaznosti 2,5-107° Kt
T referencni teplota pro hustotu 0 K
AT teplotni rozdil 1000 K
h vyska oblasti 106 m
K tepelna difuzivita 1076 m? s~!
v (la) kinematicka viskozita (1a) 2,5-10" m?s7!
v (1b) kinematicka viskozita (1b) 2,5-10"% m?s7!
v (lc) kinematicka viskozita (1c) 2,5-107 m?s!
v (2a) kinematickd viskozita na povrchu (2a) 2,5-10" m? s™!

Tabulka A.1 Seznam parametru a konstant v benchmarku

Pozndmka: AT zde znaci teplotni kontrast mezi spodni a horni hranici a ¢, je
mérnd tepelnd kapacita pti konstantnim tlaku. Vyuzijeme nésledujici vztahy mezi
dynamickou a kinematickou viskozitou a mezi teplotni difuzivitou a teplotni
vodivosti.
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Pripad 1la-1c

Nejprve se podivejme na FeSeni rovnic (1.1)), (1.6 a (1.3]) ve ¢tvercové oblasti
se stranou h = | = 10° m, kde pfedepiseme na horni hranici teplotu T = 0

a na spodni hranici teplotu AT. U boc¢nich hranic pak nulovy tepelny tok (% =0)
a na kazdé hranici nulovou normalovou slozku rychlosti, viz (1.9). Vnitini zahi{vani
nebudeme uvazovat. Kinematickou viskozitu uvazujeme konstantni a zvolime
ji nasledovné:

(a) v=2,5-10" m? s7!

(b) v=25-10"® m? s!

(¢c) v=25-10"" m? s7!

Pripad 2a

Nasledné zachovame oblast i okrajové podminky, ale tentokrat budeme uvazovat
teplotné zavislou viskozitu danou predpisem:

(T = v - exp (ﬁ) , (A.5)

kde b = In(1000). Vnitini zahfivani opét nebudeme uvazovat.

Vysledky

Vysledky si nejprve shrneme do tabulky[A.2]a poté je zakreslime do grafi. V tabulce
jsou relativni odchylky nami vypocitanych hodnot od hodnot z Blankenbach
et al. (1989).

’ Priipad \ Nu Nu (ref) Vpms Vpms (ref) ‘
la | 48334 43344 4280617 42,8650
1b 10,5793 10,5341 193,2140 193,2146
lc 22,3997 21,9725 833,9630 833,9909
2a 10,0742 10,0660 479,2810 480,4334

Tabulka A.2 Porovnani Nusseltova ¢isla a stredni kvadratické rychlosti s hodnotami
z Blankenbach et al. (1989)) (ptipady la, 1b, 1c, 2a)

Pripad Nu Urms
la 0,0008 7,7-107°
1b 0,0043 3,1-1076
le 0,0194 3,3-107°
2a 0,0008  0,0024

Tabulka A.3 Relativni odchylky od hodnot z Blankenbach et al. (1989)
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Pozorujeme, Ze v pripadé konstantni kinematické viskozity (la-1c) s klesajici
viskozitou klesa také presnost vypoctu Nusseltova cisla. Pri vypocétu stredni
kvadratické rychlosti jsme v téchto pripadech (bez ohledu na hodnotu kinematické
viskozity) dosahli velmi dobré presnosti, mnohem lepsi nez u Nusseltova ¢isla.
V pripadé teplotné zdvislé viskozity (2a) mame pro Nusseltovo ¢islo podobnou
shodu s benchmarkem jako pro konstantni viskozitu z pripadu 1a, zatimco presnost
u vypoctu stfedni kvadratické rychlosti se vyrazné zhorsila.

Na nésledujicich obrazcich je znazornén vyvoj hodnoty Nusseltova
¢isla, nebo stredni kvadratické rychlosti v pribéhu vypoctu konvekce.
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Obrazek A.3 Nusseltovo ¢islo (pfipad 1b)
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Obrazek A.4 Stiedni kvadratickd rychlost (pfipad 1b)
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Obrazek A.5 Nusseltovo ¢islo (pfipad 1c)
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Obrazek A.6 Stredni kvadratickd rychlost (pfipad 1c)
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Obrazek A.7 Nusseltovo ¢islo (pfipad 2a)
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Obrazek A.8 Stiedni kvadraticka rychlost (pfipad 2a)

Podivejme se jesté na ustdlené stavy teploty a rychlosti.
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(b) Velikosti rychlosti 1a.

Obrazek A.9 Priipad la: ustileny stav teploty a rychlosti. Vrstevnice v teplotnim
poli odpovidaji kroku 200 K.
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Obréazek A.10 Pripad 1b: ustidleny stav teploty a rychlosti.
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Obrazek A.11 Pripad lc: ustdleny stav teploty a rychlosti.
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(a) Teplota 2a.
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Obrazek A.12 Pripad 2a: ustaleny stav teploty a rychlosti.
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