MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

BAKALARSKA PRACE

Michal Srank

Rychlost reorientace slapové vazanych
meésici

Katedra geofyziky

Vedouci bakalarské prace: RNDr. Vojtéch Patocka, Ph.D.
Studijni program: Fyzika

Praha 2025



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalarskou praci vypracoval samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalSich odbornych zdroji. Beru
na védomi, ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze zakona
¢. 121/2000 Sb., autorského zédkona v platném znéni, zejména skutecnost, ze
Univerzita Karlova ma pravo na uzavreni licenéni smlouvy o uziti této prace jako
skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Rad by som podakoval RNDr. Vojtéchovi Patockovi, Ph.D. za odborné rady ale
aj trpezlivé vysvetlovanie prace s prikazovym riadkom. Dakujem taktiez mojim
najblizsim za podporu pocas celého studia.



Néazev prace: Rychlost reorientace slapové vazanych meésicti
Autor: Michal Srank
Katedra: Katedra geofyziky

Vedouci bakalarské prace: RNDr. Vojtéch Patocka, Ph.D., Katedra geofyziky

Abstrakt: Prace se zabyva rychlosti reorientace slapové vazanych téles. Nejprve je
priblizen princip reorientace rotacni osy télesa, dané vznikem topografické zatéze na
ném. Dale je odvozena prislusni pohybova rovnice a formulovan problém potencidlni
nestabilni rotace télesa, v disledku degenerace jeho tenzoru setrvacnosti. Jsou
vysvétleny predpoklady numerické metody, pouzité k vypocétiim reorientace. Je
ovérena stabilita rotacni osy, nasledné je zkoumana rychlost reorientace, v zavislosti
na parametrech zatéze jako jsou velikost, poloha a doba vzniku. Jsou pouzity
modely dvou téles, se zanedbatelnym a naopak vyznamnym slapovym vydutim.

Klicova slova: rotaéni dynamika planet, numerické metody, kolébani

Title: Reorientation speed of tidally locked moons

Author: Michal Srank

Department: Department of Geophysics

Supervisor: RNDr. Vojtéch Patocka, Ph.D., Department of Geophysics

Abstract: In this thesis, reorientation speed of tidally locked bodies is studied.
Firstly, reorientation of the body’s rotational axis, caused by topographic load
formation, is explained. Then, corresponding equation of motion is derived and
the problem of potentially unstable rotation of the body, arising from its inertia
tensor degeneracy, is described. Assumptions of the numerical method, used for
reorientation calculations are explained further. Stability of the rotational axis is
verified, then the reorientation speed, as a function of load parameters such as
load’s size, position and loading time, is studied. Two different bodies are used
throughout the paper, one having negligible, the other one significant tidal bulge.

Keywords: rotational dynamics of planets, numerical methods, wobble



Obsah

[Gvod

[1 Teoreticky popis|
|1‘1 Li£2!l¥111£2&§1 Ig!!llis:ill --------------------------
(1.2 Moment slapovychsill. . . . .. ... ..o 00000
[I.3  Veta o tenisovej rakete| . . . . . . . ... oL
(1.4 Rotacia deformujuceho sa telesal . . . . . . .. ... ... .. ...

|2 II -]’ |’]I

[3.1  Priblizenie vlastnych cisel | . . . . . ... .. .00 0000
[3.2  Kritickeé polohy zataze . . . . . . . ...

[4  Rychlost reorientacie|
4.1 Pociatocna poloha| . . . . . ... ... ... ... . .00,
|1‘2 ! s:l’l;sz:i( Zglf;glzs:l -----------------------------

Zaver

Literatural

[Dodatok: Vplyv slapového vydutia na trajektoriu zataze|

13
13
14
15

18
18
19

21
21
26
27

28

29

31



Uvod

Reorientécia vesmirneho telesa (true polar wander) je jav, kedy sa jeho rota¢na
osa v dosledku zmeny rozlozenia hmoty v telese presunie, vzhladom k sustave
spojenej s telesom. Pricina redistribiicie hmoty moze byt vonkajsia alebo vnutorna.
Pri vnitornej (napriklad plastova konvekeia, zmena zaladnenia, vulkanické ¢innost,
tektonické pohyby a pod.) sa nemeni celkovd hmotnost telesa, iba jej priestorové
rozlozenie. Vonkajsie pri¢iny (dopady vesmirnych telies, erézia a pod.) menia
okrem rozlozenia hmoty aj celkovii hmotnost a hybnost telesa. V tejto préaci sa
zaoberame reorientaciou sposobenou vnutornymi pricinami. Takéto preskupenia
hmoty (dalej oznac¢ované ako zataze) tak zmenia pdvodny moment zotrvaénosti
telesa pri¢itanim bezstopového tenzoru. Reorientaciu telesa treba taktiez odlisit od
zdanlivého posunu pélov (apparent polar wander), spdsobeného kontinentalnym
driftom.

Motivacia pre studium reorientacie vychadza z pocetnych pozorovani ukazu-
juacich na zrejmy vyskyt tohto javu na viacerych telesach slnecnej stustavy. Ide
napriklad o planétu Mars, kde oblast velkych vulkanov Tharasis Montes bola
kedysi asi o 25° severnejsie ako je dnes [1]. Dalsimi prikladmi st mesiac Saturnu
Enceladus [2], mesiac Jupitera Eurépa [3] a nakoniec aj nami skiimand planétka
Pluto, kde nahromadenie dusikového ladu v krateri Sputnik taktiez spdsobilo
reorientaciu [4].

V pociato¢nom stave, t.j. pred vznikom zafaze, budeme uvazovat rotaciu telesa
okolo osi totoznej s vlastnym vektorom jeho tenzoru zotrvacnosti s maximalnym
vlastnym cislom. To je zrejme spravny predpoklad, kedze vesmirne telesa su
napospol deformovatelné, teda rotaciou okolo Tubovolnej osi ziskavaju rotacné
vydutie v rovine kolmej na tito os. Tvar kazdého takého telesa potom vieme (pri
zanedbani slapovych sil) ziskat rozrotovanim gule okolo nejakej, v ¢ase nemenne;
osi. Naslednym rotac¢nym vydutim tak prejde v stistave z vlastnych vektorov jej
pdvodne izotropny tenzor zotrvac¢nosti na tvar I = diag(/4,/4, IC)EI, kde I > 14,
teda teleso naozaj rotuje okolo osi s maximalnym vlastnym ¢islom. Ako ukazeme v
praci, rotacia defomovatelného telesa je z dlhodobého hladiska stabilné iba okolo
tejto osi. Pri vzniku zataze preto teleso reorientuje svoju osu rotacie tak, aby sa
opat zhodovala s hlavnym smerom nového tenzoru zotrvacnosti s maximalnym
vlastnym ¢islom. Ukazuje sa (vid Patocka, 2021 [5]), Ze rovnobeznost tychto
dvoch osi je s dostato¢nou presnostou stala, ¢o vyuzijeme dalej pri numerickom
modelovani reorientécie.

Skor, ako budeme v popise reorientécie pokracovat, osvojme si pre prehladnost
oznacenie osi v hlavnom smere tenzoru zotrvacnosti s maximalnym, strednym, ¢i

1V celej préci oznacujeme skaldry kurzivou, vektory tuénou kurzivou a tenzory 2. stupiia
tuénym pismom.



minimalnym vlastnym ¢islom jednoducho ako (hlavni) osu maximalnu, strednu ¢i
minimalnu.

Teraz uz moézeme proces reorientacie schematicky ilustrovat. Na obrazku
(prevzaté Matsuyama a kol., 2013 [6]) je takato schéma pre reorientéciu
v désledku nahromadenia hmoty v uréitom mieste na povrchu telesa (tzv. kladna
zataz). Na zaciatku je teleso v hydrostatickej rovnovahe s odstredivou silou, ¢o sa
prejavi rotaénym vydutim okolo rovniku (obr. 0.1.1). Pridanim zéataze sa zacne jej
maximélna osa (oranzova) priblizovat k rotacnej ose telesa (¢ierna, obr. 0.1.2), ¢o
spdsobi vychylenie maximélnej osi rotacného vydutia (modré, obr. 0.1.3). Zataz
sa totiz po telese nepohybuje. Nasledne sa rota¢né vydutie opéf zjednoti s novou
osou rotacie (obr. 0.1.4), kedze stabilizacia rota¢nym vydutim je iba prechodna
(vid Gold, 1955 [7]) a teleso dalej reorientuje svoju osu, az kym je voci nej zataz
na rovniku (obr. 0.1.5). V pripade zdpornej zataze (odobratie hmoty) proces
prebehne analogicky, so stabilnou polohou na péle. Co presne sa mysli kladnou
resp. zadpornou zatazou, popiSeme blizsie v Casti[2.2]

Odebépeb-a>

Obr. 0.1: Princip reorientacie (prevzaté z [6]).

Proces reorientacie na obrazku implicitne predpoklada existenciu iba ro-
tacného vydutia telesa. Videli sme, ze takato reorientacia je latitudalna. V praci
ale budeme uvazovat aj slapové sily, teda nami skimané telesa buda mat okrem
rotacného vydutia aj vydutie slapové, sposobené gravitacnym pdsobenim hostuju-
ceho telesa. Skimané teleso tak uz nebude rotac¢ny elipsoid ale elipsoid trojosy
a vysledna krivka reorientacie bude mat vo vSeobecnosti latitudalnu aj longitu-
dalnu zlozku, vid obrazok [0.2] Miera tychto dvoch typov reorientdcie bude zévisiet
od pociatoc¢nej polohy zataze na povrchu telesa ako aj od velkosti rotacného
resp. slapového vydutia a velkosti samotnej zataze.

V' principe je mozné néjst takt polohu a velkost zataze, ktora spésobi degene-
raciu niektorej dvojice hlavnych osi vysledného tenzoru zotrvacnosti. Specidlne
prekryv maximélneho a stredného vlastného ¢isla narusi rotaénu stabilitu telesa.
Pri rotacii okolo strednej osi je totiz teleso v stave labilnej rovnovahy, teda lu-
bovolne maly vonkajsi vplyv vyvold vyznamné pohyby rotacnej osi. Tento jav je
znamy ako Dzhanibekov effect a blizsie sa mu venujeme v casti (1.3

Ukazuje sa vsak, ze tymto nestabilitam teleso predchadza prave priebeznou
reorientaciou a prekryv vlastnych cisiel nastane iba pri istych singularnych, teda
nefyzikdlnych polohdch zétaze. Toto detailnejsie skima kapitola [3|

Kapitola [4] sa zaobera rychlostou reorientacie. V stivislosti so spominanymi
dokazmi o pritomnosti reorientacie na telesach slnecnej sistavy v minulosti treba
totiz dodaf, ze prvé fotografie tychto telies maji uz niekolko desiatok rokov, a
preto nam prave rychlost reorientacie napovie, aké s charakteristické casy tychto
dejov a ¢i je mozné ocakavat pozorovatelny posun rotacnej osi na fotografiach od
stucasnych resp. nadchadzajucich vesmirnych misii.
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Obr. 0.2: Reorientacia Pluta v désledku kladnej zataze v polohe (6, ¢) = (10°,60°).
Obréazok je v tzv. geografickych (bulge-fixed) stiradniciach, kedy fixujeme orientéciu
rotacného a slapového vydutia planéty. Reorientacia tak v tychto sturadniciach
vyzera ako putovanie zafaze po planéte.

Konkrétne budeme skimat rychlost reorientacie ako funkciu pociatocnej polohy
zataze, jej velkosti a rychlosti vzniku. To vSetko pre pripad telesa s velkym aj
malym slapovym vydutim. Pdjde o Tadovy mesiac Saturnu Mimas a planétku
Pluto, ktora tvori bindrny systém s jej mesiacom Charonom. Obe tieto telesd
rotuju tzv. viazane, ¢o znamend, ze okolo svojho hostitela obehnu za rovnaku
dobu, za aki sa otocia okolo vlastnej osi. Ich slapova osa je tak v rovnovahe
zhodna s minimélnou osou, ¢o nam zjednodusi numerické simulacie.

Fyzikalne je reorientacia jav, vychadzajici z druhej impulzovej vety, kedze ta
predstavuje pohybovi rovnicu pre otacavy pohyb. V neinercidlnej stustave spojene;j
s rotujucim, deformujicim sa telesom sa tejto vete hovori tiez Liouvillova rovnica.
Odvodime ju v kapitole [I] Jej numerické rieSenie pre spominané pripady Pluta
a Mimasu budeme realizovat v existujicom fortranovskom kdde [8], pomocou
met6édy ow|[mMIA; ktorej princip vysvetlime v kapitole . Nakoniec vysledky
strucne zhrnieme v zavere prace.



1 Teoreticky popis

1.1 Liouvillova rovnica

Ako uz bolo spominané, rotacia deformujiceho sa telesa je popisana Liovillovou
rovnicou. Pri jej odvodeni (vid napr. Munk, MacDonald, 1960 [9]) vyjdeme z 2.
impulzovej vety, ktord mé v inercidlnej stustave (takej, kde stradnicové osi st
pevne fixované v priestore) tvar

L =M, (1.1)
dt fix
kde L je moment hybnosti telesa a M moment vonkajsich sil nan pdsobiacich.
Pripomenme vztah medzi ¢asovou derivaciou vektoru v inercidlnej stustave a
v ststave korotujicej s telesom uhlovou rychlostou w (vid napr. Podolsky, 2024
[10]), tzv. Bourov vzorec

dv _dv

—_— = — X V. 1.2
dtfut dtmov+w Y ( )

Jeho aplikovanim na defini¢ny vzfah pre moment hybnosti, dostavame vyraz

L = /r X mepdv = /r X <me +w X 'r> pdV, (1.3)

kde p je hustota telesa. Dalej definujeme tenzor zotrvacnosti telesa
I:/(TQE—T(XJT) pdV. (1.4)

E oznacuje jednotkovy operator a ® tenzorovy sucin. Nakoniec pouzitim znameho
vzorca pre dvojity vektorovy sucin

ax(bxc)=bla-c)—c(a-b) (1.5)
a vztahov (1.2) az (1.4)) prepiSeme 2. impulzovi vetu (1.1)) do tvaru

d
M:%(I-ijl)—i-wx(I-w—i—l), (1.6)

kdel = [r x % pdV je relativny moment hybnosti telesa vzhladom ku korotu-
. 7 . / mov
jucej sustave.

V dalsom si z triedy neinercialnych stustav, korotujuicich s telesom, vyberieme
sustavu Tisserandovu, ¢o je taka, kde I = 0. Prave poziadavka na nulovost



vektoru I zaruci jednoznacnost korotujucej sustavy aj pri deformujicom sa telese.
Liouvillovu rovnicu tak mo6zme pisat v tvare

M:Z(I-w)+wx(l-w). (1.7)
Vsimnime si, ze narozdiel od inercidlnej ststavy je tu zmena momentu hybnosti
L =1-w, danéd sti¢tom momentu vonkajsich sil M a momentu odstredivych
Sil Meeptrip = —w % (I-w), spésobeného prave neinercialitou ststavy. O tvare
druhého zmieneného sa mozme presvedcit, ked odstredivé zrychlenie v znamejsom
tvare @eentrif = w X (w X r) vyjadrime pomocou definicie I v (T.4).

1.2 Moment slapovych sil

V tejto praci sa zaoberdame rotaciou slapovo viazanych telies. Moment vonkaj-
sich sil M, vystupujici v Liouvillovej rovnici tak bude v nasom pripade od
sil slapovych. Ich p6vod je nehomogenita gravitacného pola napriec¢ telesom.

Odvodenie momentu slapovych sil (podla Patocka, 2023 [11]) je nasledujuce.
Slapovy potencidl sa da vyjadrit ako

Loy 1 2
ida -5 r"—=(s8-71)°7, 1.8
Ptidal 6 2( ) (1.8)
pricom s je tzv. slapovy vektor s amplitidou s = 3%“, mieriaci do stredu

hostujiceho telesa, G je gravitacnd konstanta, M hmotnost hostujiceho telesa a
a polomer obeznej drahy. Moment slapovych sil potom vypocitame ako

1
Mg = /r X (=Viigal) pdV = /’r X (332r —s(s- r)) pdV

(1.9)
:sx/r(s-r)pdV:sx (I-s),

kde sme v poslednej rovnosti vyuzili definiciu I z a fakt, ze lava cast vyrazu

I-s= [(r’s—r(r-s))pdV je rovnobeZna so slapovym vektorom s, teda jej

vektorovy sucin s nim, bude nulovy. Liouvillova rovnica s momentom slapovych

sil potom bude mat tvar

d
sx(I-s):%(I-w)—i-wx(I-w). (1.10)
Ide o stistavu troch obycajnych diferencialnych rovnic 1. stupna, popisujucich vyvoj
rotacnej osi telesa w(t) v ¢ase, v zavislosti na tenzore zotrvacnosti I(t) zatazeného
telesa. Jej riesenie urcuje reorientaciu telesa. Nase riesenie tejto rovnice bude
aproximativne a blizsie ho popiSeme v Casti
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1.3 Veta o tenisovej rakete

O podmienke stability rotac¢nej osi, v najjednoduchsom pripade tuhého, volného
telesa, hovori veta o tenisovej rakete, tiez znama ako Dzhanibekov effect, popisana
napr. v Landau, Lifshitz, 1976 [12]. M6zme ju formulovat nasledovne:

Majme tuhé teleso s nulovym momentom vonkajsich sil, rotujice v jednom
z hlavnych smerov jeho tenzoru zotrvacnosti. Potom smery s mazimdlnym resp.
minimdlnym vlastnygm cislom zodpovedaji stabilnej rovnovdhe telesa a smer so
strednym vlastngm cislom zodpovedad labilnej rovnovdhe telesa.

Rovnovaznou polohou telesa rozumieme taki orientaciu jeho rotacnej osi w,
kedy vymiznu tzv. deviatné momenty, dané mimo-diagonalnymi ¢lenmi tenzoru I.
To zjavne nastane pri rovnobeznosti w s jednou z hlavnych osi.

Rovnovéaznu polohu definujeme ako stabilni, ak po zmeneni w(t = 0) o vektor dw,
kde |0w| < |w], plati

w(t) =w(0) + O(|ow]) (1.11)
aj pre t > 0 . Naopak, rovnovazna poloha je labilna, ak vztah neplati pre
t>0.

Dékaz vety (podla [|13])
Vyjdeme z FEulerovych dynamickych rovnic v ststave z vlastnych vektorov

IA(,ZJA - ([B - [C)waC = MA (112&)
IBLZJB—(IC—IA)LUCWA:MB (112b)
ICcZ)C — (IA — IB)wAwB = MC (1120)

Pri vychodzom stave trojosého elipsoidu plati 14 < Ip < I¢.

i) VySetrime najprv rotaciu okolo miniméalnej hlavnej osi w,4. Zavedieme malé
varidcie dwp, dwe <K wa, teda wy = (wa,dwp, dwe). Z rovnice potom
plynie
_Ip—1I¢
=7

V néslednom derivovani rovnice (|1.12b)) podla ¢asu, potom mozeme v linearnej
aproximacii polozit w4 = 0, ¢ize wy = const. Za we dosadime z ((1.12¢|) a dostavame

wA

5&)3(5&)0 (113)

WOp(t) + kwp(t) =0, (1.14)

kde k2 — Uc=1p)Up—1a)

Tole w?, ¢o je zndma rovnica harmonického oscilatora s riesenim

wp(t) = Asin(kt) + B cos(kt). (1.15)

Pre we(t) ziskame ¢asovou derivaciou vztahu (1.12¢) rovnaké riesenie. Kedze sinus
a kosinus s ohranic¢ené funkcie, podmienka stability bude zachovana.

ii) Pre rotaciu okolo osi we = (0,0,we) s najvacsim vlastnym ¢islom bude
vysledok rovnaky. Malé variacie od osi budu v ¢ase oscilovat tak, ako v ,
teda rotacia okolo maximéalnej hlavnej osi je tiez stabilna.

iii) Pri rotécii okolo strednej osi wp = (0,wp,0), ziskame rovnakym postupom
rovnicu

Oa—Kwy =0, (1.16)

11



¢o déva riesenie tvaru
wa(t) = Cexp(kt) + D exp(—kt), (1.17)

resp. analogicky pre we(t). Pociatoéné varidcie v ¢ase exponencidlne porasti, ¢im
sa porusi podmienka a dojde k zmene pdvodnej osi rotacie. O

Telesa, ktorych rotaciu budeme v praci dalej skimat, nie st ani tuhé, ani
volné. Pdsobi na ne slapova sila, ktora ich deformuje, teda Eulerove rovnice
budi mat nenulovd prava stranou. Pre vysvetlenie, preco je pri deformujicom sa
telese z dlhodobého hladiska stabilna iba maximalna hlavné osa, nam vsak staci
vysSetrovat rotaciu volného, deformujiceho sa telesa.

1.4 Rotacia deformujiticeho sa telesa

Uvazujme rotaciu volného ale deformovatelného telesa. Jeho kinetickéd energia,
definovand napr. v Podolsky, 2024 [10] ako

1
Erot: iw:[w, (118)

bude narozdiel od tuhého telesa s ¢asom klesat, prave vdaka vnutornym stupniom
volnosti telesa. Ked vztah (1.18) prepiSeme do béaze z vlastnych vektorov I a
vyjadrime pomocou momentu hybnosti L = I - w, dostaneme

Ero = e
¢ o\1, Iz I

(NN

1 (L4 L% L2
(IAw§+IBw§+[Cw%) == <A+B+ C). (1.19)

Pre volné teleso sa moment hybnosti zachovava (vid (1.1])), teda
L*=[2 + L% + L% = const. (1.20)

Zo vztahu ([1.19) potom ziskavame podmienku pre minimélnu moznu kinetickd
energiu B = % VolIné deformujiice sa teleso tak nakoniec dospeje do rotacie
okolo svojej maximalnej hlavnej osi w = (0,0,w¢).

Pripomenme, zZe moment zotrvac¢nosti pocitame ako
dI = r*dm, (1.21)

kde r je vzdialenost elementu dm od osi. Potom pridanim kladnej zafaze k
povodnému tenzoru zotrvacnosti, bude tato najviac zvySovat nové Io (a tym
minimalizovat F.,. ), pokial bude ¢o najdalej od osi rotacie, teda na rovniku a
zaroven v slapovej ose. Analogicky v pripade zataze zapornej, bude F,, minimalna
v polohe priamo na rotacnej osi, ¢o z bodov na povrchu spliia iba pol. Tym sua
vysvetlené stabilné polohy zataze, intuitivne vyplyvajice z obrazku v uvode
prace.
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2 Numericka metdoda

2.1 Priblizné riesenie Liouvillovej rovnice

Popis reorientacie slapovo viazanych telies spo¢iva v najdeni ich rotacnej osi
w(t), ako rieSenia Liouvillovej rovnice (1.10). Ukazuje sa vSak (vid Patocka, 2021
[5]), ze pri vysetrovani reorientacie rychlo rotujucich telies, mozno ziskat riesenie,
ktoré bude na geologickych skalach zhodné s riesenim plnej Liouvillovej rovnice
, pokial tito rozdelime na dve casti

d
pr (I-w)=0, (2.1a)

sx(I-8)=wx(I-w). (2.1b)

Inak povedané, periodické vychylky rotacnej osi telesa, popisané rovnicou ,
st v deformujicom sa telese Casom potlacené, pricom tento dej sa ukazuje byt
nezavisly od reorientécie w(t), popisanej rovnicou (2.1b]), danej vznikom povrchovej
zatazi na telese.

Rovnicu budeme riesit nasledovne: Prejdeme do stustavy z hlavnych
vektorov I a vSimneme si, ze jednoduchym riesenim je volba w = (0,0,w¢) a
stcasne s = (s4,0,0), kedy st obe strany rovnice identicky nulové. Tento pripad
ale zodpoveda umiestneniu rotacnej osi do maximalnej hlavnej osi a slapovej osi do
miniméalnej hlavnej osi, ¢o su prave podmienky tenisového efektu pre deformujice
sa teleso a jeho viazanej rotécie!

Dokopy potom tdto, tzv. ow|[mMIA[ aproximacia (Patocka, 2023 [11]), preva-
dza povodni Liovillovu rovnicu ((1.10)) na tri samostatné rovnice

sx(I-s)=0, (2.2a)
wx (I-w)=0, (2.2b)
jt (I-w)=0. (2:2¢)

Casovy vyvoj smeru rotacnej osi w(t), teda reorientéciu telesa, vieme potom
urcit jednoducho diagonalizaciou jeho tenzoru zotrvacnosti I(¢). Na riesenie tychto
rovnic vyuzijeme fortranovsky koéd LIOUSHELL od Patocku, 2022 [8].

'mIA oznacduje minimalnu (minor inertia axis) a MIA maximalnu (major inertia axis) osu
tenzoru zotrvacnosti. o v pévodnom ¢lanku[l1] oznacovalo slapovy vektor, avSak kvoli jeho
podobnosti s nulovym vektorom sme ho v tejto praci preznacili na s.
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2.2 Modelovanie zataze

Reorientécia telesa je sposobend vznikom tzv. zataze, teda zmenou rozlozenia
hmoty v telese. Moment zotrvacnosti zatazeného telesa potom bude

I(t) = To+Li0aa(t), (2.3)

kde I je tenzor zotrvacnosti nezatazeného telesa. Nami pouzita zataz ma tvar
pologule s vyskou hy,qq4, na povrchu telesa zabera uhlovy rozsah 4. Jej hustota je
Pload = const. Zataz sa vyvinie postupne v ¢ase tgroutn ako

h(t) = hload sin <7T : t ) s (24)
2 tgrowth
kedZe nasou snahou je simulovat pozvolné prirodné procesy.

Pri vypocte tenzoru zotrvacnosti zataze Ij.q(t), tito vertikdlnu zataz spro-
jektujeme na povrch gule, ¢im ziskame povrchovi zataz s premennou plosnou
hustotou (6, ) (vid Spada 2011, |14]). Tato plosnd hustotu zataze nasledne
rozvinieme do stupna [ = 2 vo sférickych harmonikéch Y}, (podla Martinca, 2014

[15]) ako

2

: 4
7(0.0) =3 3 (G070 YOt 01000) ) Yinl,6), - (25)

=0 m=—1

kde 0 = 01000 £U/2 a © = Yroaa £ U/2, pri¢om (044, Pioad) 0znacuje polohu stredu
zataze, vyjadrenu vo sférickych suradniciach. o; je koeficient rozvoju plosnej zataze
umiestnenej na pole, do Legendrovych polynémov P,(cos @) (vid Spada, 2011 |14]).

Stupen [ = 0 odpoveda celkovej hmote zataze. Kedze chceme skimat iba
zataze nemeniace hmotnost telesa, musime hmotu pridant (odobrati) na tomto
stupni, kompenzovat jej odobratim (pridanim) na povrchu telesa mimo zataz.
Toto urobime rovnomerne, aby sa nezmenila poloha taziska telesa. Potom bude
nulovy aj prispevok na stupni [ = 1. Rozvoj hustoty pre [ = 2 ma nulovu stopu,
teda meni iba rozlozenie hmoty, nie jej celkové mnozstvo.

Zataz moze byt zaporna alebo kladna. Zaporna zodpoveda presunu hmoty z
miesta zafaze na iné miesta v telese, teda pj,aq < 0, pri kladnej je to opacne. V
praxi budeme drzat pj,ag = +1000kg/m? pre oba typy zdtaze, pricom kladnt resp.
zapornu zataz budeme rozlisovat znamienkom hy,0q.

Pri sférickych sturadniciach, spomenutych vyssie, pouzivame konvenciu

x = rsin(f) cos(p), (2.6a)
y = rsin(f) sin(yp), (2.6b)
z =rcos(f). (2.6¢)

6 ma potom vyznam zemepisnej kosirky (uhol poéitany od severného pdlu) a
¢ zemepisnej dlzky, pocitanej od nultého poludnika, ktory zéroveii stotoznime so
slapovou osouE]. Ako uz bolo zmienené v tivode (vid obr. , ide o tzv. geografické
(bulge-fixed) stradnice, v ktorych reorientacia rotacnej osi vyzera ako putovanie

270 symetrie tlohy vyplyva, Ze staéi uvazovat pociatocné polohy zataze v 1. oktante, teda
6 € [0,7/2], ¢ € [0,7/2].
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zataze po telese. Toto za tyka iba obrazkov reorientacie, numerické vypocty su
robené v Tisserandovej sustave, kde relativny moment hybnosti vymizne (vid c¢ast
).

Dalej namiesto vysSetrovania vlastnych &sel celého tenzoru zotrvaénosti, vyuzi-
jeme jeho rozklad na izotropni cast 3 Tr(I)E a bezstopovy devidtor I — 3 Tr(I)E,
ktory urcuje odchylku telesa od gule. Vyznam vlastnych cisel celkového tenzoru
zotrvacnosti tak prevezmu vlastné cisla devidtoru, ktoré si v stucte nula, avsak
stale pre ne plati [, < Ig < I¢.

2.3 Modelovanie telies

Telesd modelujeme nasledovne: Obe telesd maju tuhé, nedeformovatelné silika-
tové jadro, nad ktorym je vrstva vody v kvapalnom skupenstve - podpovrchovy
ocean. Nad oceanom je vrchny, visko-elasticky plast s radidlne premennou viskozi-
tou. Pluto mé pod povrchom este vrstvu litosféryﬂ Mimas litosféru nema4, jeho
plast je ladovy a tvarne deformovatelny az k povrchu.

Vo vychodzom stave uvazujeme sféricky tvar telies, ktoré vystavime posobeniu
odstredivej sily (planétu v modeli rozrotujeme) a slapovej sily od hostujiceho
telesa. tym ich vrchna vrstva plastu nadobudne rotacné a slapové vydutie. Spodnu
ast plastu - ocedn - uvazujeme po cely ¢as v hydrostatickej rovnovahe. Kizanie
vrchnej, pod pésobenim momentov vonkajsich sil relaxujticej casti plasta po nom,
je totiz velmi pomalé.

Zataz na teleso umiestnime az ked je v stave hydrostatickej rovnovahy s
odstredivou a slapovou silou a vsetky vnitorné tlaky pominuly. Tento ¢as mézme
v prvom priblizeni odhadnit ako

n
brelaz = 55 2.7
o= 1)

kde viskozita n udava pomer medzi Smykovym napatim a rychlostou deformacie a
modul torzie G zas pomer Smykového napétia a Smykovej deformacie.

Hustota a modul torzie telies s v nasom modeli po ¢astiach konstantné,
uvadzame ich v tabulke Radidlny priebeh viskozity je zobrazeny na obr. 2.1

planéta oblast Tmin = Tmae |KM] p [kg/m?| G [GPa]
Pluto jadro 0-858 3360 -
ocean 858-1038 1000 -
vrchny plast 1038-1138 950 3,5
litosféra 11381188 950 —
Mimas jadro 0-128 3360 —
ocean 128-148 1000 —
vrchny plast 148-198 950 3,9

Tabulka 2.1: Parametre telies.

Veli¢iny 7pmin, Fmaz v tabulke 2.T]oznacuji radialny radidlny rozmer jednotlivych
vrstiev, pri podiatoénom gulovom tvare telies. Po vzniku rota¢ného a slapového

3vyskozita ny;; = 103°Pa, - s sposobi, Ze na skiimanych ¢asovych skalach sa litosféra nedeformuje
tvarne, ako je tomu v pripade vrchnej ¢asti plastu s vyrazne nizsou hodnotou 7.
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vydutia, prejdu telesa na elipsoid s poloosami a,b,c. Pre Mimas ¢ = 191km, b =
197km, a = 208km, pre Pluto ¢ = 1189km, b ~ a = 1187km.

Miera slapového vydutia zavisi (okrem 1 a G telesa) od pomeru hmotnosti
telesa a jeho hostitela. Pre Mimas, obiehajici okolo Saturnu, je hodnota tohto tzv.
hostmass faktoru &yrimaes = 1,5 - 107.Pluto, nachddzajice sa vo viazanej rotécii so
svojim mesiacom Charonom ma &py = 0,12.

Rotacné vydutie telies je dané ich rotaciou okolo vlastnej osi. Peridda tohto
pohybu, ¢ize dizka siderického diia je Tavrimas = 0,94d, Tpy0 = 6,38d, kde 1d je
dlZka diia na zemi.

Na obrazku [2.2] je zobrazeny skutocny cas relaxéacie plasta telies v nasej simu-
lacii. Z odhahu podla dostavame, pri uvazovani maximalnej viskozity plasta,
hodnoty £ = 107yr a ¢ = 105yr. V pripade Pluta sa oba asy radovo
zhoduju, pri Mimase je skutoc¢ny cas asi tisickrat dlhsi. To je zrejme sposobené
jeho velkym slapovym vydutim, kedy uz jednoduchy vztah nepostacuje.

1.2 —— 0.2 1
eta v eta v
1.18
0.19 -
1.16
1.14 0.18 -
£ £
g 1.12 T S
= 2 017
~ =
@ 9]
© ©
0.16 - A
1.08 . . o
1.06 B
0.15 - —
1.04 4 T
1.02 | L | | | 11 | 0.14 | |
18202224 26283032 34 18 20 22
log viscosity [Pa s] log viscosity [Pa s]
(a) Pluto (b) Mimas

Obr. 2.1: Radialny profil viskozity telies.

16



20
— 40 |
£
= 60 |
5 -80
£ I
& -100 |
Ked
% -120
© -140 | surface displacement

-160 | CMB displacement  x

180 sqrf (rot+sg pot) / gq ! ) ! A

0.0001 0.01 1 100 10000 1le+06
time [ky]
(a) Pluto
0 p—=

-1000
E
= -2000 |
f=
g
£ 3000 |
(=}
Ked
% -4000
B .

surface displacement
-5000 |- CMB displacement =
6000 sulrf (rot+sg pot) / 'gO ) ) ) A
0.0001 0.01 1 100 10000 1le+06 1le+08
time [ky]
(b) Mimas

Obr. 2.2: Relaxéacia rotacného a slapového vydutia telies.
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3 Nestabilna rotacia?

3.1 Priblizenie vlastnych cisel

V tejto kapitole budeme menit pociato¢ni polohu a velkost zafaze a sledovat,
pri akych parametroch (a ¢i vébec), pride k niektorej z dvoch moznych nestabilit.

Nestabilita typu Iy = I vedie k prudkym pohybom rotacnej osi telesa, kedze
ta je v rovnovahe zhodna s maximalnou hlavnou osou a rotacie okolo strednej osi
je nestabilnd (vid Dzhanibekov effekt, cast . Nestabilita typu 14 = Iz zmenu
rotacnej osi nesposobi, avsak vyrusi efekt slapového vydutia. Ak 14, hodnotu Ig
dokonca prevysi, ocitne sa teleso mimo stavu viazanej rotacie - jeho miniméalna
osa nebude viac rovnobezna, s osou slapovou.

Ako modelové teleso budeme v celej kapitole vyuzivat planétku Pluto, kedze
ta ma oproti klasickym mesiacom malé slapové vydutie, teda jej tvar je blizsi
rotacnému elipsoidu a pripadna degeneracia hlavnych osi pravdepodobnejsia.

Klicovy vztah pre pochopenie vplyvu roznych poloh zataze na zmenu vlastnych
Cisel je vzorec pre moment zotrvacnosti elementu hmoty dm voci ose od neho
vzdialenej o 7:

dI = r*dm. (3.1)

Potom uz vieme odhadntf polohy na povrchu telesa, kde po umiestneni zataze
dojde k najvacsiemu priblizeniu vlastnych ¢isiel. Pri zapornej zatazi pojde o
pociatocné polohy blizko bodov (0, ¢) = (90,0) resp. (90,90), naopak stabilna
poloha bude na poéle (6, ) = (0,0). Pri kladnej zatazi to bude v okoli poloh (0,0),
(90,90) a stabilnd poloha bude na nultom rovnikom poludniku (90,0).

Na obrazkoch a vidime vyvoj vlastnych cisiel s narastom zapornej
resp. kladnej zataze o velkosti hjpqq = F300m, v Case tgroutn = 10%yr v blizkosti
uvedenych vyznacnych poloh. Reorientacia tu predchadza prekmitu vlastnych
¢isiel. Konkrétne zaporna zataz v polohe (89,89) najprv priblizuje I5,l¢, az kym
vyvoland latituddlna reorientécia rotacnej osi sposobi, Ze (t4 istd) zataz tieto
vlastné ¢isla od seba zacne oddalovat. Podobne zéporné zataz v polohe (89,1)
priblizuje I4,Ig, rotacna osa sa reorientuje longitudalne, ¢im sa zafaz dostane
do polohy (89,90), kde sa 14, Ig navzajom vzdaluji. Poloha (1,1) je pre zaporni
zataz stabilnd. rozdiel Ig — I4 sa v ¢ase nemeni a I sa od nich este vzdaluje. V
pripade kladnej zataze je priblizovanie dvojic vlastnych ¢isiel v tychto polohéch
prepermutované oproti zatazi zapornej, vid obrazok
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Obr. 3.1: Vlastné ¢isla pri zdpornej zatazi v po¢. polohach (89,89), (89,1) a (1,1).
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Obr. 3.2: Vlastné ¢isla pri kladnej zatazi v po¢. polohdch (1,1), (89,89) a (89,1).

3.2 Kritické polohy zataze

Naivne by sme ocakavali, ze dostatocne velké, zapornd zataz sposobi degene-
raciu Ig = I¢, pokial ju umiestnime na 90. poludnik a degeneraciu I, = Ig, ak
ju umiestnime na 0. poludnik, kedze v tychto polohadch dané rozdiely vlastnych
¢isiel najviac klesaji. Vo vypoctoch sa nam vsak podarilo dosiahnuf iba druht zo
spomenutych nestabilit, teda vyrusenie slapového vydutia - vid obrazok Ku
prekmitu I, I nedoslo ani pri extrémne velkej zatazi (hjpeq,?) = (1500m,30°) v
polohe (90,90), s kratkou dobou narastu t,eun = 10°yr (vid obrézok .

Vysvetlenie je nasledujice: Zaporna zataz v polohe (90,90) narusi symetriu
telesa voci rovine danej jeho rotacnou a slapovou osou. Vznikne tak moment sil,
ktory sposobi, ze zataz sa longitudalne reorientuje o celych 90 stupnov az do
slapovej osi. Tam uz rozdiel I — I rastie a k ich prekmitu nedéjde. Ak je ale zataz
v polohe (90,0), teda priamo v smere slapovej osi, symetriu telesa nezmeni, teda
longitudalna reorientacia, ktora by zastavila pokles rozdielu Iy — I 4 nenastane.

Preto, ak je zaroven zataz dostatocne velka, pride v uréitom case ku prekmitu
I, 1Ip.

1V case, kedy I4 = Ig dochidza k poruseniu predpokladov pouzitej numerickej met6dy,
preto zobrazené hodnoty vlastnych ¢isiel po tomto ¢ase, nie si dalej pravdivé.
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Obr. 3.3: Vyvoj vlastnych cisiel pri zapornej zatazi v kritickych polohach.

Analogicky pri kladnej zatazi teleso vzdy unikne nestabilite typu I4 = Ip,
aj ked ju umiestnime na 90. poludnik. Nestabilite typu Ip = Io uz ale teleso
neunikne, ak zafaz umiestnime na pél. V tomto bode totiz zataz nemeni symetriu
telesa voci rotacnej ose, teda latitudalna reorientacia, ktora by odvratila prekmit
Ip, Ic nenastane. Tieto priklady vidime na obrazkoch a
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Obr. 3.4: Vyvoj vlastnych cisiel pri kladnej zatazi v kritickych polohéach.

Zaverom mozeme povedat, ze teleso reorientovanim svojej osi, predide pre-
kmitu vlastnych ¢éisel svojho tenzoru zotrvacnosti az na pripad (dostatocne velkej)
zapornej zafaze na nultom poludnikuﬂ resp. kladnej na pole. Kedze plosna miera
poludniku je nulova, mézme usiudif na nefyzikdlnost spomenutych javov. V na-
sledujuicej kapitole, kde budeme vysetrovat zavislost rychlosti reorientacie preto
spominané polohy nebudeme pouzivat.

2Cim sme dalej od rovniku, tym potrebné velkost zitaze rastie.
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4 Rychlost reorientacie

Pri vysetrovani rychlosti reorientacie budeme skimaft tri veli¢iny. Okamziti
rychlost, jej maximum a celkovy cas, za ktory reorientacia prebehne. Budeme
pri tom menit pociatoéni polohu a velkost (jej vysku hyq) zataze, dobu jej
narastu tgrouen @ model telesa: Pluto vs. Mimas. Pre rychlost reorientacie budeme
dalej pouzivat oznacenie é(t), resp. (bmm,. V celej kapitole pouzivame konstantnu
hustotou zataZe piqeq = 1000kg/m3. Doba néarastu bude okrem casti taktieZ
konstantna: tg,outn = 105y,

4.1 Pociatocna poloha

Na obrazku je znazornena zavislost maximalnej rychlosti reorientacie v
zéavislosti na pociatocnej polohe zataze. Zataz méa v pripade Pluta aj Mimasu
rovnaké parametre (¢,h004) = (30°, £300m).

Vidime, ze pri Plute, rastie émam smerom na rovnik pri zdpornej zafazi a
smerom k pélu pri kladnej zatazi. V longitudalnom smere rastie ¢,,,, pri oboch
typoch zataze smerom od slapovej osi. Rast gbmax teda prebieha smerom k poloham,
kde dochadza k najvéacsiemu priblizeniu vl. ¢isiel.

Ciselné hodnoty @,,,, st pri Mimase o niekolko rddov menie, a to napriek tomu,
ze relativna velkost zataze k planéte je v pripade Mimasu vacsia. To je sposobené
velkym slapovym vydutim Mimasu, oproti takmer rotacne symetrickému Plutu.
maximaélnej osi. Dalsim faktorom je stabilizdcia rotaénym vidutim, ktoré je takisto
vyznamnejsie pri Mimase.

Dalej je zaujimavé, ze pri Mimase je zévislost émam(e,go) rovnaka pre kladnu aj
zapornu zataz. V longitudalnom smere rastie takisto od slapovej osi, v latitudalnom
je maximum v strednych sirkach a klesa symetricky smerom k rovniku/pélu.

Uvedené odlisnosti medzi telesami vieme pochopit z ¢asovych a priestorovych
priebehov reorientdcie (obrazok [4.2). Vidime, Ze s ukonenim ndrastu zataze
hodnoty ¢(t) rychlo klesaju, a ze prakticky celd reorientdcia prebieha pri mensich
rychlostiach. Rozdiel (2 rddov) medzi rychlostou reorientdcie Mimasu a Pluta
sposobi, ze do casu dosiahnutia (bmal,, prejde osa Pluta vacsiu uhlovi vzdialenost
ako pri Mimase, teda sa viac prejavi rozdiel medzi rozdielnymi trajektoriami
kladnej a zapornej zataze. Naopak, v pripade Mimasu je tento efekt prekrytyE]
pomalou reorientaciou. Tato degeneracia v znamienku zafaze pri Mimase zrejme
taktiez vysvetluje, preco je latitudalne maximum na strednej rovnobezke 6 = 45°.

lrozdiely v ¢ medzi kladnou a zdpornou zatazou sa pri Mimase prejavia v 2. a dalSej

platnej ¢islici.

max
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(a) Pluto: zdpornd zataz (b) Pluto: kladné zataz
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(c) Mimas: zapornd zataz (d) Mimas: kladné zataz
Obr. 4.1: ¢, v zavislosti na pociatocnej polohe zataze (F7300m, 30°).

Veli¢ina gbmaw teda vyjadruje skor rychlost pociatoéného vychylenia osi v
dosledku narastu zataze, nez rychlost néaslednej stabilizacie. V dalsom sa preto
zameriame na celkovy priebeh gb(t) a dobu reorienta¢ného procesu. V pripade
Pluta zmensime uhlovy rozsah zataze, z v = 30° na ¢ = 10°, kedze, ako uvidime v
casti|d.2], velkost zataze ma vyznamny vplyv na celkovii dobu reorientacie. To ndm
zabezpeci, ze sekundarne maximum gb(t) sa nebude v case prekryvat s émax, danym
podiatoénym ndrastom zataze, ako je tomu na obriazku hore. Na Mimase,
naopak, z rovnakého dévodu uhlovy rozsah zataze ponechame ako v = 30°, inak
by celkova doba reorientacie presahovala vek vesmiru.
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Skor, ako zacneme systematicky skamat vplyv konkrétnej pociatocnej polohy
na ¢(t), uvedme jednoduchy priklad na pochopenie vztahu medzi vyvojom rychlosti
reorientacie, priblizovanim vlastnych ¢isiel a trajektoriou zataze (obrazok .
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Pociatocény narast kladnej zataze v blizkosti pélu, spdsobi pokles rozdielu
vlastnych cisiel I — Ig. Voéi strednej a minimalnej osi je tato poloha takmer
symetrickd, ich rozdiel sa teda vyznamne nemeni. S tymto narastom je spojené
rychle, avsak uhlovou vzdialenostou mierne vychylenie rotacnej osi telesa, ktoré
pozorujeme ako ¢,,,.. Nasledne sa teleso reorientuje, pri¢om sekundérne maximum
rychlosti tohto procesu oznacuje moment, kedy rozdiel oboch dvojic vlastnych
¢isiel zacne rast. Nakoniec s priblizovanim sa ku stabilnej polohe (90,0), rychlost
é(t) postupne kles4.

V analdgii s uvedenym popisom konkrétneho pripadu, vieme aj lubovolnt int
reorientaciu zjednodusene rozdelit na 3 hlavné fazy:

1: Postupny narast zataze v ¢ase tgouth, Spojeny s miernym ale rychlym vychy-
lenim rotac¢nej osi (na nasledujtcich obrazkoch ho pre prehladnost nezobrazujeme).

2: Rychla a vzdialenostou vyznamna reorientacia zataze do blizkosti stabilnej
polohy.

3: Upln4 relaxdcia rotacného a slapového vydutia, dana doputovanim zataze
priamo do stabilnej polohy.

Pre dané parametre zataze, zavisi miera pritomnosti jednotlivych faz a vyvoj
g}ﬁmam pocas nich, primarne od vyznamnosti pociato¢nej polohy. T bude skiimat
vo zvysku tejto podkapitoly.

Na obrazku je zobrazeny casovy vyvoj rychlosti reorientacie pre t > tgrowth,
v zavislosti na pociatocnej polohe zataze. Mozeme si vSimnit rychly pokles qb(t)
po ukonceni narastu zataze. V pripade Pluta trva kompletna reorientéacia osi
pribliZne rovnako pre vietky polohy, asi 2 - 10® rokov. Pri Mimase ide o miliardy
rokov aj napriek viacsiemu uhlovému rozsahu zataze a jej vacsej relativnej vyske
(k polomeru planéty). Ide o spominany vplyv slapového Vydutiaﬂ.

Vplyv vyznamnosti pociatocnej polohy dobre vidiet na priklade Pluta (obrazky
. Pri kladnej zatazi dochadza k najvyssiemu priblizeniu vlastnych cisiel,
pri pociatoénych polohdch na rovnobezkach blizko pélu (zelend, oranzova a modra
krivka). Naopak, pri zapornej zatazi si pociatoéné polohy pri péle stabilné a této
trojica kriviek sa vyznacuje nizkymi rychlostami reorietnacie. Prave naopak to
bude s trojicou kriviek # = 75° blizko rovniku. Trojica kriviek miernych sirok
0 = 45° ma podobny priebeh pri oboch typoch zataze. V ramci poludnikov je
trend rovnaky - priebehy gb(t) su vyssie a reorientacia kratsia, ¢im je pociatocna
poloha dalej od slapovej osi ¢ = 0°.

Pri Mimase (obrdzky st trendy opisané na Plute rovnako platné.
Sekundarne maxima rychlosti reorientacie st oproti Plutu vyraznejsie. To je zrejme
len dosledkom pouzitia vacsej relativnej zataze pri tejto planéte.

2Slapové vydutie znizuje rychlost reorientécie, aviak jeho vplyv na trajektériu reorientacnej
krivky je komplexnejsi. Venujeme sa mu v dodatku na konci prace.
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4.2 Velkost zataze

Na obrézku [4.5|je zobrazena zavislost @,,,,(Rioaq). Zévislost je v pripade oboch
telies linedrna. Ako sme videli v predchadzajucej Casti, toto maximum zodpoveda
pociatocnému vychyleniu telesa v dosledku narastu zataze.

Celkovy priebeh rychlosti reorientdcie ukazuje obrazok 4.6} Sekundérne maxim4
su v pripade Mimasu opét priamoumerné vyske zataze hj..q. Pri Plute je tento
efekt prekryty kratsou dobou reorientacie, kedy k nezanedbatelnému posunu zataze
dojde este pocas jej narastu (vid obrazok E|

Celkova doba reorientacie je u oboch telies tym dlhsia, ¢im je zataz mensia.
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Obr. 4.5: ¢, v zévislosti na hjqq. Poé. poloha (45,45), ¥ = 30°.
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Obr. 4.6: ¢(t) v zavislosti na hjeq. Zataz (+300m, 30°) v poc. polohe (15,15).
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To, ze su sekundarne maxima vyraznejsie pri Mimase, nestuvisi priamo s velkostou zataze,
ale faktom, Ze slapové vydutie podporuje longitudalnu reorientaciu, tu pouzitej kladnej zataze -
vid dodatok.
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4.3 Cas narastu

Na obrézku |4.7] je zobrazend zévislost ¢, (tgrown). Ako vidime z fitu, maxi-
mum reorientdcie klesa s Casom ndrastu zdtaze nepriamoumerne, priblizne ako
¢mam ~ 1/t97’01Uth‘

Celkovy priebeh rychlosti reorientdcie ukazuje obrézok [4.8f Doba narastu
zafaze ma vplyv iba na vysku prvotného maxima. Po ukonceni vyvoju zataze
sa krivky postupne spoja a sekunddrne maxima ¢(t) st zhodné pre celi sadu
simulacii, teda celkova doba reorientacie je rovnaka pre vsetky skiimané casy
tgrowth- Vidime tiez, Ze pri najpomalSej zo skimanych dob tg,oumn = 5 - 10%yT je
prvotné maximum é(t), dané narastom zataze, dokonca tak nizke, Ze je prakticky
zhodné so sekundarnym maximom, odpovedajicim neskorsej faze reorientacie.
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Obr. 4.7: ¢,,00 V 7&vislosti na tgroum. Zataz (30°, £300m) v poc. polohe (45,45).
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Zaver

V praci sme skimali rychlost reorientacie slapovo viazanych telies. V prvej
kapitole sme odvodili Liouvillovu rovnicu - pohybovt rovnicu pre rotujtce, de-
formujtice sa teleso, pod vplyvom vonkajsich momentov sil. Dalej sme popisali
(ne)stabilitu rotacie telesa v hlavnych smeroch jeho tenzoru zotrvacnosti.

V druhej kapitole sme vysvetlili predpoklady numerickej metody, ktord riesi
Liouvillovu rovnicu pre pripad reorientacie slapovo viazanych telies. Ako modelové
telesa boli vybraté planétka Pluto, so zanedbatelnym slapovym vydutim a Saturnov
mesiac Mimas, ktorého slapové vydutie je znac¢né. Popisali sme typy povrchovej
zataze, sposobujucej reorientaciu.

V tretej kapitole sme skimali, ¢i, a pri akych pociatoénych polohach zataze,
dojde k vyrovnaniu niektorej z dvojic vlastnych cisiel, vediicom na nestabilitu
rotacnej osi telesa. Tato situdcia nastala iba pre mnozinu pociatocnych poloh,
ktorych plosna miera je nulova.

V poslednej kapitole sme skimali samotnt rychlost reorientacie, v zavislosti
na velkosti, pociato¢nej polohe a case narastu zataze. Ukazalo sa, ze maximalna
rychlost je dosiahnutd pocas narastu zataze. Okamzita rychlost reorientacie je
vyssia pri polohach, ktoré vyznamne priblizuju vlastné ¢isla tenzoru zotrvacnosti
telesa. Reorientacia bola vSeobecne rychlejsia pri vicsej zafazi. Slapové vydutie,
naopak, dobu reorienticie predlzovalo. Cas narastu zataze mal, podla predpokladu,
vplyv iba na pociatocnu rychlost reorientacie.
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Dodatok: Vplyv slapového vydutia
na trajektériu zataze

V préci sme zistili, ze slapové vydutie telesa spomaluje jeho reorientaciu, a to
pri oboch typoch zataze. Vplyv slapového vydutia na trajektoriu reorientacie uz
na znamienku zafaze zavisi, porovnanie je na obrazkoch nizsie.
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Obr. D.1: Trajektéria kladnej zataze z po¢. polohy (15,75): vplyv slapového
vydutia.

bulge-fixed view
bulge-fixed view 90°
90°

load path

e load path rot. axis

P x rot. axis

h ! tidal axis
+ tidal axis

0 200 400 600 800 1000 O 2000 4000 6000 8000
Time (Myr) Time (Myr)
(a) Pluto (b) Mimas

Obr. D.2: Trajektoria zapornej zataze z poc¢. polohy (75,15): vplyv slapového
vydutia.

31



Vidime, ze trajektoéria reorientacie slabo slapovo vydutého Pluta je relativne
priama pri kladnej zafazi, naopak je priestorovo rozlahlejsia pri zapornej zatazi.
V pripade Mimasu, ktorého slapové vydutie je vyrazné, je tomu naopak. Ako
uvidime, dévodom je poradie, v akom prebiehuju latitudalna a longitudalna zlozka
reorientécie.

Pri kladnej zatazi (obr. je stabilna poloha v slapovej osi, pociatoénii sme
preto zvolili blizko pélu. Jej narast tu priblizuje Ig, I¢, ¢o vedie k latitudalne;j
reorientacii. Pre prakticky rotacne symetrické Pluto je rozdiel Iz — I, minimélny,
teda zaroven ni¢ nebrani reorientacii longitudéalnej. Vysledna krivka tak péjde
do stabilnej polohy relativne priamo. Mimas ma slapové vydutie vyrazné, teda
longitudalna reorientacia prebehne az pri priblizeni 14,15 , k ¢omu dojde v polohach
blizko 90. rovnikového poludniku.

Zaporna zataz (obr. ma stabilnd polohu na pdéle. Preto, ak sa rozvija
blizko slapovej osi, tak efektivne rusi slapové vydutie telesa - priblizuje 4, Ig. Pri
Plute je ich rozdiel minimalny aj bez zataze, teda teleso sa rychlo longitudéalne
reorientuje do blizkosti bodu (90,90). Tam zataz priblizuje Ig,Ic, takze nasleduje
latituddlna reorientdcia na pél. Naopak, v pripade slapovo vydutého Mimasu,
klesne rozdiel 14, Ip az s postupnym narastom zataze. Pokial t4 nie je extrémne
velka, je tento rozdiel stale vyznamny. Longituddlna reorientécia bude prebiehat
pomaly a spolu s latituddlnou, ¢o sa prejavi ako relativne priama krivka k polu.

32



	Úvod
	Teoretický popis
	Liouvillova rovnica
	Moment slapových síl
	Veta o tenisovej rakete
	Rotácia deformujúceho sa telesa

	Numerická metóda
	Približné riešenie Liouvillovej rovnice
	Modelovanie záťaže
	Modelovanie telies

	Nestabilná rotácia?
	Priblíženie vlastných čísel 
	Kritické polohy záťaže

	Rýchlosť reorientácie
	Počiatočná poloha
	Veľkosť záťaže
	Čas nárastu

	Záver
	Literatúra
	Dodatok: Vplyv slapového vydutia na trajektóriu záťaže

