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Abstrakt: Enceladus je maly ledovy mésic Saturnu s vnitfnim vodnim oceanem.
Jeho struktura, zejména tloustka ledové slupky H a polomér kamenného jadra
R¢, je predmétem soucasného vyzkumu. Predchozi studie fesily obracenou tlohu
k urceni téchto parametri, déle se vénujeme obracené uloze v podobé inverze
gravitacnich dat, nebo simulaci librace. V poslednich letech byly publikovany nové
prace, které se vraceji k datim z mise Cassini a na jejich zédkladé predstavuji
aktualizované modely tvaru, gravitacniho pole a fyzikalni librace. Cilem této prace
je realizovat inverzi gravitacnich dat a simulaci fyzikalni librace a aplikovat je na
tyto nové modely. Enceladus modelujeme jako téleso slozené ze ti¥i homogennich
vrstev: kamenného jadra, vodniho oceanu a ledové slupky. Hleddme parametry R¢,
H a tvary vnitinich rozhrani tak, aby tato rozhrani generovala pozorované vnéjsi
gravitacni pole a zaroven aby byla co nejlépe splnéna Airyho izostaze ledové slupky.
Ukéazali jsme, ze vysledky této inverze gravitacnich dat omezuji hodnotu R na
interval priblizné 198-202 km, a to jak pro starsi, tak i pro novéjsi modely tvaru
a gravitacniho pole uvedené ve vyse citovanych pracich. Predchozi studie byly
omezeny predpokladem hydrostatického jadra, my jsme zkoumali vliv topografie
jadra a ukézali jsme, ze ma zasadni dopad na Teseni obracené tlohy a vyznamné
snizuje presnost urceni Ro. Neznama topografie jadra o amplitudé 250 m rozsituje
odhad R¢ na zhruba 190-210 km. Inverze gravitac¢nich dat vSak neposkytuje silné
omezeni H, a proto jsme se déle vénovali fyzikédlni libraci. Tu modelujeme simulaci
pohybu Enceladu v gravitaénim poli Saturnu v ¢asové oblasti a ukazujeme, ze tato
metoda omezuje H na 17-20 km podle starsi hodnoty amplitudy fyzikalni librace
(0,120 £ 0,007)°, resp. na 24-27 km podle novéjsi hodnoty (0,091 + 0,003)°. Nové
modely tvaru a gravitacniho pole tak podle nasich vysledk nevedou pti pouziti
metody inverze gravitacnich dat k zasadné odlisnym zavéram, ale aktualizované
hodnota fyzikalni librace naznacuje vétsi tloustku ledové slupky nez se drive
predpokladalo.
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Abstract: Enceladus is a small, icy moon of Saturn with an internal water ocean.
Its internal structure, especially the thickness of the ice crust H and the radius of
the rocky core R¢, is the focus of ongoing research. Previous studies have solved
inverse problems to study the internal structure and this work focuses on gravity
data inversion and simulation of physical libration. In recent years, new studies
have been published revisiting the Cassini data and proposing updated models
of shape, gravity, and physical libration. The goal of this work is to develop a
method for gravity data inversion and a simulation of physical libration and to
apply them to these new models. We model Enceladus as a body consisting of
three homogeneous layers: a rocky core, a water ocean, and an ice crust. R¢,
H, and the shape of the internal density discontinuities are determined so as
to reproduce the observed external gravity field and to satisfy Airy isostasy of
the ice crust as closely as possible. We show that the results of this inversion
constrain Ro to approximately 198-202 km, with only minor differences between
the older models and the newer ones. Previous publications have been limited
by the assumption of a hydrostatic core, whereas in this work the effect of core
topography is investigated and it is found that it has a significant impact on the
inverse problem solution. An unknown topography of about 250 m broadens the
estimate of R¢ to approximately 190-210 km. The gravity data inversion does not
provide an accurate estimate of H and thus the physical libration of Enceladus
is investigated. It is modeled by simulating its motion in Saturn’s gravity field
in the time domain. This constrains H to 17-20 km based on the older value of
physical libration (0.120 + 0.007)°, or to 24-27 km according to the new value
(0.091 £ 0.003)°. The new shape and gravity models yield results similar to the
old ones by using the gravity data inversion, but the updated value of physical
libration suggests a thicker ice crust than previously considered.
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Uvod

Enceladus je maly ledovy mésic Saturnu zajimavy svou aktivitou, predevsim v
okoli jizniho p6lu, kde byly v oblasti tygrich pruht pozorovany gejziry (Porco et al.,
2006; Yin a Pappalardo, 2015 Helfenstein a Porco, |2015). Enceladus zkoumala
v letech 20042017 sonda Cassini pti nékolika priletech, béhem nichz mimo
jiné poridila snimky povrchu a zaznamenala radiometricka data. Radiometricka
data byla brzy pouzita k odvozeni gravitacniho pole Enceladu (Iess et al., [2014)).
Hodnoty odvozené v less et al. (2014 byly dlouhou dobu jediné publikované,
ale v poslednich letech se zacaly objevovat nové studie, které prinaseji vlastni
zpracovani puvodnich dat (Goossens et al., 2024; Park et al., 2024). Fotografické
snimky povrchu byly dale pouzity k odvozeni tvaru Enceladu, prvni modely byly
prezentovany napiiklad v Nimmo et al. (2011)), Thomas et al. (2016) a Tajeddine et
al. (2017)). Tajeddine et al. (2017) odvodil tvar pomoci metody obloukovych profili
a sité kontrolnich bodt a jeho model tvaru byl dale hojné vyuzivan v dalsich
publikacich. V poslednich letech se po dlouhé dobé objevila nova zpracovani
puvodnich dat, konkrétné Schenk a McKinnon (2024) (metodou stereometrie a
obloukovych profilii) a Park et al. (2024)) (stereofotoklinometrie). Thomas et al.
(2016) na zakladé optického pozorovani sondy Cassini zméril fyzikalni libraci
Enceladu a Park et al. (2024) neddvno priSel na zakladé stejnych dat s novou,
nizsi hodnotou amplitudy fyzikalni librace.

Pod pozorovanou ledovou slupkou se predpoklada existence oceanu kapalné
vody a kamenného jadra (Thomas et al., [2016; Van Hoolst et al., 2016]). Zatimco
samotna existence kapalného oceanu je vseobecné prijimana, tloustka ledové slupky,
jeji vnitini tvar a hloubka oceanu jsou stale predmétem vyzkumu. Parametry
jako polomér jadra a tloustka ledové slupky byly zkoumany mimo jiné reSenim
obracené tlohy (Cadek et al., 2019; Park et al., 2024; McKinnon, 2015; Thomas
et al., 2016), ale pouze na zékladé starsich modela tvaru a gravita¢niho pole a
hodnoty fyzikélni librace, typicky tvar z Tajeddine et al. (2017)), gravitac¢ni pole z
less et al. (2014)) a fyzikéalni librace Thomas et al. (2016|), pfipadné z predchozich,
podobnych modelt. Prvni pouzivanou metodou je inverze gravitacnich dat, tedy
hledani takové vnitini struktury, aby replikovala pozorované vnéjsi gravitacni
pole. Druhou pouzitou metodou, ¢asto vyuzitou v kombinaci s prvni, je simulace
fyzikélni librace, ktera je typicky porovnana s hodnotou z Thomas et al. (2016).

Cilem této prace je revize predchozich publikaci na zéakladé novych vysledki.
Konkrétné chceme vyvinout obé metody zminiované vyse (inverze gravita¢nich dat
a simulace fyzikéaln{ librace), aplikovat je na vysledky novych publikaci, konkrétné
Schenk a McKinnon (2024) (tvar Enceladu) a Park et al. (2024)) (tvar, gravitacni
pole i fyzikalni librace), a na vysledky starsich publikaci, konkrétné Iess et al.
(2014) (gravitacni pole), Tajeddine et al. (2017) (tvar) a Thomas et al. (2016)
(librace). Vysledkem obrécené tlohy je vnitini struktura Enceladu a z ni nés
zajimaji predevsim tfi informace: 1. stfedni tloustka ledu H, kterda ma zasadni
vliv na moment setrvacnosti ledové slupky, jeji elastickou odezvu a vznik tutvari
na jejim povrchu; 2. polomér jadra R¢, jehoz hodnota nam miize poskytnout
informace o jeho hustoté a tak i napriklad o jeho porozité a stupni hydratace; 3.
tloustka ledu v okoli jizniho poélu, ktera je dilezitd pro objasnéni ptivodu gejzirt
a tygrich pruht.



P1i formulaci obracené tlohy je obtizné urcit tvar jadra, jelikoz o ném mame
minimélni informace. Predchozi publikace fesici obracenou tlohu typicky predpo-
kladaly jadro v hydrostatické rovnovaze (napiiklad Cadek et al., 2019; Park et al.,
2024; McKinnon, 2015)). V této praci jsme se s timto predpokladem nespokojili
a zkoumali jsme vliv topografie jadra na vnéjsi gravitacni pole a potazmo i na
inverzi gravitacnich dat.



1 Teorie

1.1 Sférické harmonické funkce a koeficienty

V této a dalsich kapitolach pouzivame funkce na kouli rozvedené do sférickych
harmonickych funkci a uvadime prislusné sférické harmonické koeficienty. V ramci
celé prace pouzivame plné normalizované sférické koeficienty a konkrétni normali-
zace a pouzité definice v nasi konvenci lze nahlédnout v apendixu v sekci Jiné
publikace, véetné téch, které citujeme, casto pouzivaji jiné konvence ¢i normalizace.
Vztah nenormalizovanych koeficienti v konvenci typické pro citovanou literaturu
a koeficientt v nasi konvenci uvadime v apendixu na stejném misté.

Obecné pro koeficienty pouzivame nasledujici znaceni: K, znac¢i komplexni
koeficient stupné j a fadu m a Cj,,, respektive S;,, dale znaci jeho realnou,
respektive imaginarni ¢ast. V pripadé nejasnosti lze znaceni nahlédnout v kapitole

5.7

1.2 Model vnitrni stavby Enceladu

Enceladus budeme modelovat jako téleso o hmotnosti M, otacejici se tthlovou
rychlosti w, skladajici se ze t¥1 hmot rtznych hustot, které priblizné tvori tri
soustiedné koule. Jednotlivé hmoty jsou v poradi od stredu:

1. Vnitini kamenné jadro o stfednim poloméru R¢, hustoté po a jehoz tvar
popisuji sférické koeficienty K, .

2. Ocedn kapalné vody o stfednim poloméru Ry, hustoté py a jehoz (horni)
tvar popisuji sférické koeficienty K jI/nW

3. Ledova slupka o stfednim poloméru a, hustoté p; a jejiz (horni) tvar popisuji
sférické koeficienty K fm

Okolo Enceladu dale pozorujeme vnéjsi gravitacni pole popsané koeficienty K ]Gm

Parametry M, w a a zname velmi presné. Tvar a vnéjsi gravitacni pole Enceladu
byly méfeny (viz sekce 2.1 a[2.2), ale konkrétn{ hodnoty jednotlivych koeficienti
se lisi podle publikace. Hustoty ledu a vody p; a py muzeme odhadnout (viz sekce
a a pco je jednoznacné urcena ostatnimi hustotami, stfednimi poloméry
jednotlivych rozhrani a celkovou hmotnosti Enceladu:

4
M = gW(R?épc + (R} )w — RE)pw + (0 — RY ) pr) (1.1)

%M - (R?/W — R&)pw — (a® — R?/W)PI
pPc = 3 .
c

(1.2)

Ostatni parametry modelu (R;w, Re, K;&W, Kfm) zustavaji neznamé a jsou

predmétem obracené tlohy, kterou budeme dale fesit. Poznamenejme, ze parametr
R;/w budeme prevdzné nahrazovat parametrem stfedni tloustka ledu H = a —

Riw.
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1.3 Potencial hustotniho rozhrani

Necht v nasem télese je na stfednim poloméru R hustotni rozhrani, kde se
hustota méni o Ap a jehoz tvar s(,p) necht je rozveden do sférickych koeficient
K j’.“m. Pak potencial generovany timto rozhranim ve vzdalenosti r (znacme tento

potencial KJ»G;ZA) je pro r > R (Martinec, [1994)):

1 47TGAp +3
. S5
rit (25 + 1) (5 +3) ™

G,A
KGA = (1.3)

kde

St = (5770, 0) = B, (0.0)d = (57750, 0) = BI*)j. (1)
Q o ’

Jm T

Pro malou odchylku od koule 1ze vztah ptiblizné linearizovat:

4 R\’*?
KA = GrKA A () . 15

A pro r < R a stupen jiny nez dva pak plati (postupem ekvivalentnim tomu ze
studie Martinec (1994)):

CA ArGApri 5

G4 _ ) 1.6

@ ne- 7 o)
kde

sl = (s279(0, ) — R* ). (1.7)

A pro stupen dva pak plati
G,A 4 2 In
Kyr = g?TGApT Sor, (1.8)
kde

Som = (In(5(8, ©)) — I(R)) jum. (1.9)

Pro malou odchylku od koule 1ze oba vztahy opét priblizné linearizovat:

A r\J-1
KGA = K9 A () . 1.10

Povsimnéme si, ze pokud pouzivame linearizované vzorce, je feseni vyrazné jed-

nodussi a separované do jednotlivych stupni a rada (koeficienty se mezi sebou

Vv

ho musime realizovat numericky.
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1.4 Odstredivé a slapové sily

Odstredivé a slapové sily ve vzdélenosti r od stiedu télesa lze charakterizovat
sférickymi koeficienty potencialu Cyy a Cos (Cadek et al., 2021)):

5
Cyp = —r’w? g, (1.11)

3T
C5’ = r’w? [ —. 1.12
22 rw 10 ( )

Odstredivy potencial se pak dale projevuje na stupni nula, coz pro nas ale neni
relevantni.

1.5 Geoid

Terminem geoid oznacujeme plochu konstantniho tihového potencialu. Geoid
je vzdy vztazen k néjakému referenénimu poloméru. Priblizné 1ze vysku geoidu v
néjakém bodé spocitat jako:

h(r,0,p) =V (r,0,)/g(r), (1.13)

kde V' je tihovy potencial v daném bodé a g tithové zrychleni v radialnim sméru.

vvvvvv

rozhrani mame na mysli geoid vztazeny k jeho stfednimu poloméru. Geoidy

, Iy "/ HS -HI/W HC
rozhrani vakuum-led, led-voda a voda-jadro znacime K, K Wa K p

1.6 Topografie

Pod pojmem topografie rozumime rozdil mezi tvarem hustotniho rozhrani
a geoidem vztazenym k jeho stfednimu poloméru. Berme na zretel, ze nékteré
publikace vsak pouzivaji termin topografie jako synonymum pro ,tvar®. Kdyz
je topografie néjakého rozhrani nulova, rikame ze je takové hustotni rozhrani v
hydrostatické rovnovaze. Topografii rozhrani vakuum-led, led—voda a voda—jadro

. T8 ATI/W T.C
znacime K7, K" a K.

1.7 Izostaticka rovnovaha

Pokud méa hustotni rozhrani nenulovou topografii, bude na ni piisobit tihova
a vztlakova sila. Airyho izostaze je rovnovazny stav, ve kterém predpokladame
dvé hustotni rozhrani v jinak homogenni hmoté a na horni a spodni rozhrani
pusobi stejnd sila. Tedy topografie na hornim rozhrani (na kterou ptsobi sila)
musi byt kompenzovana opa¢nou topografii na opacném rozhrani (na tu pak
pusobi vztlakova sila). Pro ledovou slupku Enceladu se Airyho izostéaze typicky
uvazuje (Beuthe et al., 2016; Schenk a McKinnon, 2009; Iess et al., [2014). Absence
izostaze muze znamenat nestabilni, mladé utvary, anebo pritomnost dalsi sily,
kterd podporuje nekompenzovanou topografii.

12



Hmota konstantni hustoty necht ma horni rozhrani na stfednim poloméru Ry
s tvarem sp(60,¢), geoidem hr(6,p) a hustotnim skokem Apz a spodni rozhrani
s odpovidajicimi velicinami Rp, sg, hg, Apg. Pro uréeni ,miry izostaze* pak
definujeme kompenzaéni koeficienty (Cadek et al., 2019)) separatné pro realnou
imaginarni cast sférickych harmonickych funket:

s (9
jm APT Re <(IST((995 gTer)jm> )

(1.14)

sp(0e) 2
ps _ Brs <( oto) 97 dr)jm)
Jm sT(0 ’
o (o))

Je dilezité upozornit, ze kompenzacni koeficienty nejsou sférickymi harmonic-
kymi koeficienty, jsou bezrozmérné a vzdy realné, a proto také upoustime od
znaceni Kj,,, ale s harmonickymi koeficienty zfejmé souviseji (sdileji stupetl, fad a
realnost/imagindrnost) a proto o nich ¢asto budeme mluvit podobné. D;,,, = 1 od-

povida dokonalé izostatické rovnovaze. Metoda vypoctu kompenzacnich koeficientt
viz sekce [3.51

(1.15)

1.8 Formulace obracené tlohy pro inverzi gravi-
tacnich dat

Zde formulujeme nejdiive ptimou tlohu a nasledné obracenou tlohu pro inverzi
gravitacnich dat. Neplette s obracenou tlohou na zakladé fyzikalni librace.

1.8.1 Formulace primé ulohy

Necht zname vsechny parametry hustotniho modelu Enceladu, véetné strednich

« o . . . /W
polomérti a tvarti vnitinich hustotnich rozhrani (R;w, Re, K jél , K ]Cm) a chceme
urcit vnéjsi gravitacni pole, které mizeme pozorovat. Reseni tlohy je jednoznacné,

viz sekce [1.3]

1.8.2 Formulace obracené ulohy

Zname vSechny parametry hustotniho modelu kromé ¢tyt (H,Rq, K I,{TW a K; “)
a vnéjsi gravitacni pole a chceme zjistit neznamé ¢tyti parametry. Proto o teto
obracené uloze mluvime jako o inverzi gravita¢nich dat. Bez dalsich predpoklada
existuje prilis mnoho volnych parametri, tloha je podurcena a vnéjsimu gravitac-
nimu poli odpovida nekonecné velka mnozina parametri. Dale budeme pouzivat
pro obracenou tlohu nasledujici predpoklady:

1. Hustotni rozhrani presné generuji pozorované vnéjsi gravitacni pole.
2. Jadro je dokonale hydrostatické (topografie je nulovd, tvar rovnd se geoid).

3. Hodnoty H a R¢ jsou dané.
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Za pouziti téchto predpokladii jsou vSechny neznamé parametry jednoznacné
urcené. Hodnoty H a R¢ jsme zatim vybrali arbitrarné. K jejich urc¢eni budeme
a-posteriorné zkoumat kompenzacni koeficienty a Ro a H budeme hledat takové,

aby byla kompenzace co nejlepsi (viz sekce a .

1.9 Librace

Meésic, ktery obiha planetu po eliptické obézné dréaze, se otaci konstantni
rychlosti, ale jeho obéhova rychlost se méni. Proto neni k planeté natocen vzdy
stejnou stranou, ani pokud ma vazanou rotaci, a tomuto jevu fikame opticka
planety a na toto vyduti tak ptsobi uréity moment sily. Tento moment vyvolava
kolébani, kterému tikame fyzikalni librace. Fyzikalni librace se pozoruje a prakticky
se udava hodnota amplitudy kyvani. Thomas et al. (2016) uvadi hodnotu fyzikalni
librace Enceladu jako (0,120 + 0,007)°, Park et al. (2024)) neddvno prisel s nizsi
hodnotou librace (0,091 4+ 0,003)°. Amplituda fyzikalni librace je zavisld na tvaru
Enceladu i na tvaru jeho vnitinich rozhrani a na parametrech Ro a H a dava nam
proto dulezity vhled do jeho vnitini stavby. V pripadé Enceladu lze pozorovanou
fyzikalni libraci vysvétlit pouze tenkou ledovou slupkou na kapalném oceanu,
kterd se otaci viceméné nezdvisle na jadru (viz napriklad Thomas et al. (2016])).
Poznamenejme, ze fyzikalni librace nevstupuje do nasi inverze gravitac¢nich dat a
obé metody pouzivame nezavisle.
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2 Vstupni data

2.1 Tvar Enceladu

Primarni data, ze kterych lze odvozovat tvar Enceladu, jsou fotografie z mise
Cassini. Ty jsou déle zpracovavany bud jako obloukové profily (limb profiles),
tedy zkoumdni tvaru télesa proti Slunci, metodou stereografickych paru (fotografie
stejné oblasti pod riznymi uhly), nebo metodou stereofotoklinometrie (odhad
lokalniho tvaru na zékladé stini), pfipadné se vyuziva kombinace vice metod.

Prvni tvarové modely Enceladu vyuzivaly obloukové profily (Nimmo et al.,
2011} Thomas et al., 2016; Tajeddine et al., [2017)), Schenk a McKinnon (2024])
pouziva stereografii a obloukové profily a Park et al. (2024]) stereofotoklinometrii.
Jednotlivé prace vychazeji ze stejnych dat, ale dochazeji k riznym vysledktm,
protoze pouzivaji odlisné metodologie.

V tabulce uvadime sférické koeficienty tvaru pro cely stupen dva a stupen
t1i, Tdd nula z nékterych ¢lanki. Volba téchto koeficientti je dané faktem, Ze jsou to
jediné koeficienty gravitacniho pole Enceladu, které zname s pouzitelnou presnosti
(pro TeSeni obrdcené ulohy potfebujeme tvarova i gravitacni data). Uvadime
normalizované koeficienty pouzivajici nasi konvenci. Modely lze také srovnat na
obrézcich Protoze je tvar Enceladu dominovan koeficienty Cyg a Csg, uvadime
na obrézku 2.2] tvar bez nich.

Z uvedenych koeficienttt se jednotlivé modely dobie shoduji pouze na Cg,
C5, a C5 (1ze nahlédnout na grafech na obrazku které jsou velmi podobné),
ostatni koeficienty se mezi modely lisi. Nové publikace (Park et al., 2024; Schenk
a McKinnon, 2024)) uvadé&ji koeficienty tvaru jiné nez Cy, a Cs, vétsf nez stars
Tajeddine et al. (2017)). Za povSimnuti stoji predevsim velmi vysokd hodnota Sy
a Spe v praci Park et al. (2024)). Tomu odpovidé i skutec¢nost, ze zbytkovy tvar
na obrazku je pro Park et al. (2024) nejvétsi, zatimco pro ostatni je relativné
maly.

Na vyssich stupnich se mezi sebou lisi vyrazné, coz ma za nasledek rozdilné

lok&ln{ tvary, viz obrazek [2.3|

Clének ‘ Tajeddine et al. (2017) Schenk a McKinnon (2024) Park et al. (2024))

s -5564,2 -5436,4 -5250,5
Cs 23,5 89,7 -162,0
Cs, 3329,1 3138,8 3166,4
c 563,3 886,3 785,0
S35 -22,6 21,4 406,9
S5, 12,1 47,0 731,2

Tabulka 2.1 Plné normalizované tvarové koeficienty splnujici nasi konvenci, v metrech.
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Obrézek 2.1 Tvar Enceladu na koeficientech stupné dva a Csg. a) Tajeddine et al.
(2017), b) Schenk a McKinnon (2024)), ¢) Park et al. (2024)).

Obrazek 2.2 Tvar Enceladu na koeficientech Cay, Sa1, S22 a Cso. a) Tajeddine et al.

(2017)), b) Schenk a McKinnon (2024), c) Park et al. (2024)).
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tvar povrchu (km)

Obrazek 2.3 Detailni tvar Enceladu, stupen 1 az 16. Tvarové modely ze Schenk
a McKinnon a Park et al. jsou detailnéjsi a Ize je uvadét az do stupné
100, ale jsme limitovani modelem Tajeddine et al. (2017), ktery byl odvozen pouze do
stupné 16 (vyuzivd obloukové profily). a) Tajeddine et al. (2017), b) Schenk a McKinnon

, c) Park et al. (2024).

2.2 Gravitacni potencial Enceladu

Pokud v prubéhu priletu sondy kolem télesa zname zrychleni, které na ni
pisobi, muzeme z toho vyvodit zaveéry o jeho gravitacnim poli. Tato metoda je v
soucasnosti prakticky jediny zdroj informaci o gravitaénim poli Enceladu a je tak
pouzivana vSemi publikacemi, které se zabyvaji jeho mérenim. Tato metoda déle
vyzaduje odfiltrovani negravitacnich vlivii na zrychleni sondy, napiiklad odpor
plynu a ¢astic v okoli télesa (Iess et al., . V pripadé Enceladu jsou k dispozici
pouzitelna data pouze ze tii pruletu sondy Cassini a presné, detailni méreni
gravitacniho pole tudiz neni mozné a typicky se tak uvadéji pouze koeficienty
gravitacniho pole stupné dva a Clsg.

Prvni vyznamna publikovana sada koeficientt gravitacniho pole vznikla v roce
2014 (Iess et al., , ale v poslednich letech se objevily nové publikace (Park
et al., [2024; Goossens et al., [2024)), které na zakladé stejnych dat uvadéji jiné
koeficienty.

Zde uvadime koeficienty gravitacniho potencialu pro cely stupen dva a stupen
tti, fad nula z nékterych clanki a to véetné chyb. V tabulce uvadime ptvodni,
nenormalizované hodnoty, v tabulce pak normalizované v nasi konvenci. Pro
srovnani také uvedme hodnoty koeficientii odstredivého a slapového potencidlu na
povrchu Enceladu: CQ° = —236,4m? s72, C9% = 173,7m? s72 (viz sekee [L.4).

Viechny modely se relativné dobie shoduji na koeficientech C3,, C5, a Cy),
ale nikoliv na ostatnich. Starsi ¢lanek Iess et al. udava hodnoty ostatnich
koeficientti jako velmi nizké, ostatni ¢lanky pak uvadéji i vyssi hodnoty (predevsim
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Sag).

Jednotlivé modely je také mozné porovnat na obrazku [2.4] Gravitacni pole
je, podobné jako tvar, dominovano koeficienty Csy a Cy a na obrazku tak
uvadime i gravitacni pole bez nich. To je pro data z less et al. (2014) minimAln{
(amplituda reziduélniho pole je méné nez 3 % amplitudy pole véetné Cyy a Coy),
naopak pro data z Park et al. (2024) je zbytkové gravitacni pole nezanedbatelné
(amplituda rezidudlniho pole je vice nez 10 % amplitudy pole véetné Cyy a Cas).

Clének | Iess et al. (2014) Goossens et al. (2024) Park et al. (2024)
! (km) 254,2 252 256,6

3, —5435.2 + 34.9 —5406,8 + 1755 _54TT.A5 + 37,0
Cs 9,2+ 11,6 —170,9 £+ 26,9 7,86 £ 13,7
Cs, 1549,8 £ 15,6 1638,1 £92,3 1517,9 £ 14,7
c 115,3 + 22.9 202,24 116,9 177,8 + 33,4
S5, 39,8 £22,4 —134,8 £ 57,1 7,6 £9,2

S, 99,6+ 7.4 —937.8+ 14,8 —975.3+ 10,9

Pozn.: ! referenéni polomér viici kterému jsou data uvadéna

Tabulka 2.2 Sférické koeficienty gravitacniho pole Enceladu, origindlni hodnoty,
uvadéné hodnoty jsou prendsobeny -10°. Jednd se o nenormalizované, tedy bezrozmérné
koeficienty.

Cléanek ‘ less et al. (2014) Goossens et al. (2024) Park et al. (2024)

cs —250,7+ 1,6 —245,1+ 8,0 —257,44+1,7
cs —0,5+£0,7 9,5+ 1,5 —0,5+0,8
Coo 175,1 £ 1.8 181,9 + 10,2 174,7 £ 1,7
c§ 4,54+0,9 77445 7,24+ 14
S& 22413 —754+32 04405
S% —-2,6+0,8 26,44+ 1,6 31,7+1,3

Tabulka 2.3 Plné normalizované koeficienty gravitacniho potencialu spliujici nasi

konvenci, na referen¢nim poloméru a = 252,05 km, jednotka je m? s=2.
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Obrazek 2.4 Gravitacni potencidl na referenénim poloméru a, stupen 2 a Cs. a) Iess

et al. (2014), b) Goossens et al. (2024), c) Park et al. (2024]).
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Obrazek 2.5 Zbytkovy gravitac¢ni potencidl na referenénim poloméru a, koeficienty

Ca1, Sa21, S22 a Csp. a) less et al. (2014]), b) Goossens et al. (2024), c¢) Park et al. (2024)).
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2.3 Pouzité datové sady

Z literatury jsme vybrali tii sady gravitacnich a tvarovych dat, kterym se
budeme dale vénovat. Vybér kombinaci neni arbitrarni, prifazujeme tvarova data
k tém gravitacnim datim, ktera byla pouzita pti jejich vypoctu. Konkrétné:

1. tvarova data z Tajeddine et al. (2017) a gravitaéni data z less et al. (2014))
(dale jako sada Tajeddine—Iess),

2. tvarova data z Schenk a McKinnon (2024) a gravitacni data z less et al.
(2014) (déle jako sada Schenk—Tess),

3. tvarova i gravitaéni data z Park et al. (2024) (déle jako sada Park—Park).

Gravitacni data z Goossens et al. (2024)) nepouzivame, jelikoz neexistuji tvarova
data z nich vychéazejici. S ohlédnutim k motivaci této prace poznamenejme, ze
datova sada Tajeddine-less predstavuje starsi data, hojné citovand v predchozich
pracich a sady Schenk-Iess a Park-Park data nova.

2.4 Topografie

Pro gravitacni vliv hustotnich rozhrani je relevantni jejich tvar, ktery uvadime
vyse, ale pro izostazi je dulezitd jejich topografie (tvar minus geoid). Proto
topografii uvadime v tabulce a vykreslujeme na obrazku [2.6| a na obrazku [2.7]

/y 7,8 7,8
pak totéz bez Cyy” a Cy3”.

Pii srovndni s tvarem zjistime, Ze topografie na koeficientu C%, je velmi mala.
Nejvyznamnéjsi jsou tak koeficienty C'QT(;S a (J§};S. Sada Park-Park mé navic velmi

, , . T8 . oT,S
vyrazné koeficienty S5 a Sys”.

datova sada ‘ Tajeddine—less Schenk—less Park—Park

CLs -1272,5 -1144,8 -899,4
CLs -19,0 94,2 -158,0
CLs 255,8 65,5 96,2

o5’ 523,3 846,4 721,6
S5 2.8 41,2 403,0
SIS 34,5 69,5 4520

Tabulka 2.4 Sférické koeficienty topografie na povrchu Enceladu. Jednotka je metr.
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Obrézek 2.6 Topografie (tvar minus geoid) povrchu Enceladu, stupen 2 a Csp. a)
datovd sada Tajeddine-Tess, b) datovd sada Schenk-Iess, ¢) datovd sada Park—Park.
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Obrazek 2.7 Zbytkova topografie (tvar minus geoid) povrchu Enceladu, koeficienty

Ca1, So1, Saa a Cs. a) datova sada Tajeddine—Iess, b) datova sada Schenk—Iess, c)
datova sada Park—Park.
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2.5 Polomér jadra

Polomér jadra a jeho hustota jsou neoddélitelné spjaty (viz rovnice . Na
zékladé odhadu mozného rozsahu hustoty jadra z Choblet et al. (2017) uvadi
Cadek et al. (2019) rozsah 185-195 km. Déle se mfizeme podivat na vysledky
clanki, které resily obracenou tlohu podobnou té nasi, napriklad Park et al.
(2024) dosel k rozsahu 193-204 km, McKinnon (2015) 190 km, Beuthe et al. (2016)
190-194 km.

Dale uvazujeme rozsah Ro =190-210 km.

2.6 Stredni tloustka ledové slupky

Odhady stredni tloustky ledové slupky vychazi primarné z fyzikalni librace.
Thomas et al. (2016) naméril libraci jako 0,120° na zékladé ¢ehoz odvodil tloustku
ledové slupky v rozsahu 21-26 km. Na zakladé této hodnoty librace pak Van Hoolst
et al. (2016) uvadi rozsah 14-26 km a Cadek et al. (2016) rozsah 18-22 km. Park
et al. (2024)) pozdéji dosel k nizsi hodnoté librace 0,091° a z toho odvodil tloustku
ledové slupky v rozsahu 27-33 km. V ramci této prace budeme uvazovat rozsah

15-30 km jako konzistentni s pozorovanymi libra¢nimi daty a stfedni hodnotu
H =22 5km.

2.7 Hustota ledu

Hustota kompaktniho ledu na Zemi se pohybuje kolem 917 kg m™ (Vargas
et al., 2007, Harvey, 2019). Na Enceladu se typicky ocekava nizsi teplota, coz
koresponduje s vyssi hustotou ledu (Harvey, [2019). Presnd hustota je diskutabilni
vzhledem k neznamé teploté a porozité ledové slupky. V literature se uvadéji riizné
hodnoty, uvedme napiiklad: Cadek et al. (2019) pouziva hustotu 926kg m™2,
Iess et al. (2014) pouziva 930kg m™*, Schenk a McKinnon (2024) 900kg m >
(uvazuje porézni led), Tajeddine et al. (2017) rozsah 917 az 935kg m ™ (variace
od porézniho ledu na povrchu ke kompaktnimu ve vétsi hloubce) a Shoji et al.
(2013) 920 kg m >,

My pouzivame, v souladu s Cadek et al. (2019), hustotu ledu p; = 926 kg m ™.

Lze také uvazovat o nizsich hustotach ledu v dusledku bud vysoké porozity
(vzhledem k tloustce ledu se to nezda pravdépodobné) anebo kvuli piimésim
(klatraty ledu). Témto vliviim se vsak nevénujeme.

2.8 Hustota oceanu

Vv

jelikoz o ném vime daleko méné. Jakykoliv odhad hustoty bude silné zatizen
neznamou koncentraci rozpusténych soli a jinych latek. Uvedme opét nékteré
hodnoty pouzivané v literatufe: Shoji et al. (2013)) uvazuje 1000 kg m >, Cadek
et al. (2019) 1010kg m™*, Van Hoolst et al. (2016) pFipousti rozsah 950 az
1100 kg m™°, Schenk a McKinnon (2024) uvazuje 990kg m™>, Iess et al. (2014)
1000 kg m ™2,
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My se podrzime Cadek et al. (2019) a dale pouzivame hodnotu 1010 kg m™,
ktera odpovida ocednu nizké salinity.

vvvvvv

hustotéch (srovnejme s ocednem Titanu, pro ktery Soderlund et al. (2024)) uva-
7uje rozsah 1100 az 1350kg m™), ale pro Enceladus se toto typicky neuvazuje
(neocekavame zde dostatecény zdroj soli) a my se tomuto déle nevénujeme.
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3 Metodika

3.1 Linearizovana inverze gravitacnich dat

Resme obracenou tlohu formulovanou v sekci [1.8.2] tedy pro fixni Re a H
hledame K ]% a K ]Cm, aby hustotni rozhrani presné generovaly pozorovany vnéjsi
gravitacni potenciadl a jadro bylo v hydrostatické rovnovaze. Dale necht jsou tvary
vSech rozhrani dostateéné malé, abychom mohli ospravedlnit pouziti linearnich
vzorcl pro vypocet potencidlu hustotniho rozhrani (viz sekce|1.3)). Pak z podminky
presného splnéni gravitacnich dat plyne:

a 4m

G Ga(KS, Apr+ KW A ©_yi2 L KOA i+2) (31
m= a( pr+ IOI/W(RI/W> + PC(RC) ), (3.1)

kde K; G jsou sférické koeficienty pozorovaného gravitaéniho pole. Z podminky
hydrostatlckeho jadra plyne, Ze jeho tvar je stejny jako geoid na stejném strednim
poloméru (pouzivame zjednoduseny, linedrni vzorec pro geoid):

4 Re\ ;o w Re ;-
Kj, = SN Apy + K Apy ()i
]mg(RC) 2] GRC( ( a ) Pr + jim p[/W(RI/W) +
+ K, Ape) + K57, (3.2)

kde posledni ¢len predstavuje odstiedivy a slapovy potenciél (relevantni pro stupen
dva, fad nula a dva, redlnd ¢éast). Upravami dostavame:

Y S 1 1 oS
KO _ 51 GRCK; (B2 Ap; +2MGRCK Ap; (R/W)J + K5
" 9= Apcy; 54T .
(3.3)
Dosazenim [3.3] do [3.1}
4 .
€ s +2
T = K3,A —|—K YA JTe
m = o ( Pr ,OI/W(RI/W)
KS (70)3 HApr +K A10/ (7% /W>j_1 4?51%0 Joﬂf a o
+ e — Ape( 3P, (34
4nGRe pc ¢
z ¢ehoz vyjadiime K ]%W:
KS (Bcyi-1a 2j+1 0S8
KJszJJ(r;l KS mApr — e )g(2g+1)p1+4ﬂGRc = Ape(qs )]+2
/w T 4rGRg Ap
K = — . (3.5)
. )7 ()
Apryw <RI/W) + Apc(ps )”QW
ArGRo

Linearizovanou inverzi uvadime pro tplnost a nazornost. V praxi pouzivame
presnéjsi metodu, kterou uvadime v dalsi kapitole.
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3.2 Zjednodusena nelinearizovana inverze gravi-
tacnich dat

Stejné jako v predchozi kapitole FeSme obrdcenou tlohu ze sekce [1.8.2] ale
nyni pocitejme gravitacni potencial hustotniho rozhrani presnou metodou, nikoliv
linearizované (srovnejte rovnice a pro vnéjsi potencial a ekvivalentni pro
vnitini). Pouziti pfesnych vzorcu vyzaduje predevsim rozhrani led—voda, kde
ocekavame velkou odchylku od koule. Geoid (a tudiz i tvar) rozhrani jadro-voda
stale poc¢itame zjednodusenou metodou (pfesné, nezjednodusené hledani geoidu

viz sekce :
hb.p) =V(0.0)/g (3.6)

a gravitacni plisobeni rozhrani jadro—voda samo na sebe pocitame linearizova-
nymi vzorci. Vzorec pro vypocet tvaru jadra tak je (srovnejte s rovnici 3.3)), za
predpokladu hydrostatické rovnovahy:

S,C 1/w,Cc oS
ij + ij + ij
g—DpcyimGRe

2j+1

c _
K, = (3.7)

kde K4P znaéi gravitaéni piisobeni rozhrani A na rozhrani B, které pocitdme
nelinearizovanou metodou, a K ]Onf znaci odstredivé a slapové sily. Podminka
replikace vnéjsiho gravitacniho pole pak nabyva tvaru:

KS = K3S+ K™ 4+ KOS, (3.8)
kde vsechna gravitac¢ni pusobeni pocitame nelinearizovanou metodou.

Kvili dvéma aproximacim zminénym vyse (geoid rozhrani voda—jadro a gravi-
ta¢ni ptusobeni rozhrani voda—jddro samo na sebe pocitame linearizované) tuto me-
todu nazyvame ,zjednodusend* nelinearizovana inverze gravitac¢nich dat. Diskuzi
nezjednodusené inverze lze najit v nasledujici kapitole, v praxi ji vSsak nepouzivame
a to z divodu numerické naroc¢nosti.

Resen{ obracené tilohy jsme hledali iteraci nasledujici smycky:

/W
1. Zvolme Kjél .
2. Spocitame gravitacni vliv rozhrani vakuum-led a led-voda na jadro.
3. Spocitdme tvar jadra, viz rovnice [3.7]

4. Spocitame gravitacni ptisobeni rozhrani voda—jadro, led—voda a vakuum-led
na poloméru a, viz rovnice [3.8

5. Srovname spocitané a pozorované gravitacni pole.

6. Vracime se ke kroku jedna a nové K %LW volime tak, aby se rozdil pozorova-
ného a predikovaného gravitacniho pole pokud mozno zmensil.

Prakticky jsme smycku realizovali v Pythonu pomoci funkce minimize z knihovny
scipy.optimize za pouziti modifikované Powellovy metody (Powell, |1964; Deshmukh
a Pecht, 1990)).
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3.3 Nezjednodusena nelinearizovana inverze

Hledejme jako vyse feseni obrécené tilohy definované v sekci[1.8.2] ale oproti
predchozimu pocitejme geoid (a tudiZ i tvar) rozhrani voda—jadro presnou metodou
(viz sekce . Resenf této tlohy miiZeme najit stejnou smyckou jako v predchozim,
s vyjimkou kroku t¥i, kde tvar jadra musime hledat iterativné (vlozenim dalsi
smycky do smycky ptuvodni). Takova podsmycka by vypadala nésledovné:

1. zvolime K ij

2. spocitame geoid na poloméru R¢ presnou metodou

3. spocitame rozdil tvaru a geoidu rozhrani

4. dalsi chm volime tak, abychom minimalizovali rozdil spocitany v kroku 3

Toto by bylo numericky naroc¢né, protoze presné hledani geoidu je realistické
provést jednou, jako délame pii vypoctu kompenzacnich koeficienti pro ostatni
rozhrani (sekce , ale pocitat ho opakované v ramci smycky neni numericky v
nasich moznostech.

Odhadnéme numerickou naro¢nost navrhovaného vypoctu. Smycka v predchozi
sekci byla typicky schopna nalézt reseni po cca 300 iteracich. Pokud bychom chtéli
hledat geoid presné, znamenalo by to zavést dalsi smycku pres tvar rozhrani voda—
jadro (viz vyse) a do ni vlozit pfesny vypocet geoidu, ktery sém o sobé trva cca
10s. Za predpokladu, ze by sekundarni smycka vyzadovala priblizné stejny pocet
iteraci jako ta primarni, by takovy vypocet trval cca 300 - 300 - 10 s = 900000s. V
praxi tuto metodu nepouzivame.

3.4 Vypocet geoidu

Za pouziti Brunsova teorému muzeme vysku geoidu spocitat analyticky (ale
nepresneé):

Wb, R) = V(0,¢,R)/g(R). (3.9)

Presny vypocet geoidu realizujeme jako numerické hledani ekvipotencialni plochy.
Hledani geoidu na poloméru R v okoli hustotniho rozhrani o tvaru s(6,¢) byl
realizovan nasledovneé:

1. Vybereme dolni a horni odhad vysky geoidu (Apmin & hmas) & dany rozsah
diskretizujeme do pole A = (R + humin, R + hmin + AR, ..., R+ hppag ).

2. Pro vsechna r; € A spocitame potencial presnou, nelinedrni metodou. Tvar
rozhrani s se rozdéli na plochu nad a plochu pod vybranym polomérem r; a
pro tyto dvé c¢asti poc¢itame gravitacni ptisobeni za pomoci vzorcl a
1.8 a vysledky plochy nad a pod r s¢itame.

3. Potencial na kazdém r; € A dale spocitame na miizi tvaru N x M (Vi =
V(ri,06,05), On = T%, Om = 277} ).

4. Pro kazdy bod na mrizi (tedy pro kazdé 0,,, ¢,,,) hleddme r; € A pro ktery

Vi je nejblize referencnimu potencidlu. Nalezena r; skladdame do mrize hyyy,.
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5. Vyslednou mtiz h,,,, rozvedeme do sférickych harmonickych funkei.

Vv

jelikoz zahrnuje opakované hledani presného potencialu.
Presny vypocet geoidu pouzivame prii vypoctu kompenzacnich koeficienti, viz
dalsi kapitola.

3.5 Vypocet kompenzacnich koeficienti

Pro vypocet kompenzacniho koeficientu pro ledovou slupku pottebujeme znét
jeji horni tvar (zndme z literatury), spodni tvar (vysledek inverze gravitac¢nich
dat) a geoidy obou rozhrani. Geoidy muzeme pocitat linedrné, nebo nelinedrné,
viz vyse. V praxi jsme oba geoidy pocitali vzdy presnou metodou.

Nésledné je treba Tesit nasledujici integral:

rrw(0,¢)
(/ " gr2dr> , (3.10)
hryw(0,9) jm

kde tthové zrychleni g je obecna funkce soutradnice, a analogicky integral pro horni
rozhrani. Jako prvni priblizeni se muze nabizet predpokladat g konstantni, my
vSak pouzivame presnéjsi (ale stéle aproximativni) metodu, které fikame apro-
ximace dokonalych kouli. Uvazujme Enceladus s dokonale sférickymi hustotnimi
rozhranimi a odpovidajici pribéh g:

g(r) = G;Q /OT 4mr?p(r) dr. (3.11)

Pro rozhrani na poloméru R s hustotou p; nad hustotou py ozna¢me hmotu pod
R jako M;, a dostavame:

g(r) = (Mo + ;lﬂ(r?’ — R?’)pl)g, r> R, (3.12)
4, .G
9(r) = (Mo + 5 (r" = B*)p2) 5. r < R. (3.13)

Dosazenim do integralu v rovnici [3.10}

r

T 4 4

/h gridr = (Mo + §7T(7"3 — R)pw)Gdr = G |(M, — gﬂRng)T‘ + gr4pw ;
h

(3.14)

kde jsme predpokladali > R, h > R, ostatni 3 mozné kombinace nerovnosti pak
pocitame ekvivalentné. Rozdil pristuptu konstantniho g a nasi metody aproximace
dokonalych kouli jsme pozorovali jako nezanedbatelny. Prakticky vyuzivame k
vypoctu tento zde uvedeny postup.

Odvozené vztahy jsou stéle priblizné, nezohlednili jsme odstredivou a slapovou
silu a vychylky g kvili tvaru rozhrani. Zkusme odhadnout chybu v diisledku pro-
vedenych aproximaci. Zrychleni zptisobené odstredivou silou na rovniku odpovida:

1
go = §w2a =0,00036m s~ 2, (3.15)
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coZ je zanedbatelné viici velikosti g (okolo 0,1 m s™2 na povrchu i pod ledovou

slupkou). Velikost zrychleni slapové sily je stejného tadu jako odstredivé sily..
Velikost zrychleni daného tvarovymi anoméliemi odhadneme z koeficientu Cs),
ktery je nejvétsi z povrchovych koeficientt (samoziejmé kromé Cy):

V(r8.0) = Re (C%Yzo(e,so) <Z>3> = Re (457TGTC'2T0,01 (2)43@0(9,@ (i)3> _

4
— Re (;CZ’”CQTM%O) (3.16)

d
9(00:0) = (5-V)(a00) = Re (5 2L Chr¥an) (a.0.0) =

= Re (SQTGpICQT()EO((‘),go)) ~ 107 ms?, (3.17)

coz je o dva Tady mensi nez hodnota g a tak tento vliv zanedbavame.

3.6 Celkovy postup inverze gravitacnich dat

Zde uvadime detailni postup jednoho vypoctu, jejichz vysledky prezentujeme
dale:

1. Zvolime R¢, H a datovou sadu (viz sekee [2.3).

2. Provedeme inverzi gravita¢nich dat (zjednodusenou nelinearizovanou inverzi,

viz sekce [3.2)).

3. Spocitame geoid na hornim a spodnim rozhrani ledové slupky. Geoid bu-
zeny tvarem vlastniho rozhrani pocitdme nelinedrni metodou (viz sekce
, ostatni linearni metodou. Gravitacni vliv rozhrani na ostatni rozhrani
pocitdme presnou metodou (viz sekee [L.3).

4. Spocteme topografii horniho a spodniho rozhrani ledové sluipky a spocitame
kompenzaéni koeficienty (viz sekce [3.5)).

3.7 Misfit

Pro zkoumani izostaze dale zavadime veli¢inu misfit, S:
S =Y (Djm—1)% (3.18)

kde suma scita pres stupné, fady a redlnou a imaginarni ¢ast (chm a D]Sm) Pokud
nebude Feceno jinak, myslime misfitem sumu pres vSech Sest koeficientu, které
bézné pouzivame (DS, DS, DS,, DS, D3, a Ds,), ale prakticky pouZivame i misfit
nascitany pouze z nékterych téchto koeficientu (v takovém pripadé je na to vidy
upozornéno v popisku obréazku). Dokonald izostatickd rovnovaha odpovidd S = 0.
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3.8 Topografie jadra

Predpoklad, Ze jadro Enceladu je dokonale hydrostatické (tedy topografie
je nulovd), ktery pouzivame, nemusi byt v realité presné splnén. Topografie
jadra muze pochazet naptiklad od proudéni vody v jadre, nebo od hustotnich
nehomogenit. Jak citliva je inverze dat, kterou jsme popsali vyse a jejiz vysledky
prezentujeme nize, na nenulovou topografii jadra? Jak moc se zméni feSeni, pokud
jadro nebude hydrostatické?

Pro vyzkum téchto otazek budeme dale zkoumat topografii jadra rozvinutou
do sférickych koeficientu K};,’lc. Ta vstupuje do vypoctu tvaru jadra nasledovné

(srovnejte s [3.7):

Kol + KW 4 K9S + gk

g — APC 2;'1_7;:1 GRC

c _
KS, = (3.19)

Tvar jadra pak ma vliv na vnéjsi gravitacni pole a tudiz i na inverzi gravitacnich
dat (viz rovnice [3.8)). Prakticky diisledek topografie jadra v nasf inverzi je zména
tvaru rozhrani voda-led K %@W a kompenzacnich koeficientt Dj,,. Vliv topografie
jédra na vysledky obracené tlohy prezentujeme a diskutujeme v sekcich [4.3]a[5.4]

3.9 Librace

K dalsimu vyzkumu vnitini stavby Enceladu jsme déle zkoumali jeho fyzikélni
libraci v zavislosti na relevantnich parametrech. Prakticky jsme tento prizkum
realizovali pomoci programu poskytnutého vedoucim prace. Ten uvazuje Enceladus
s tremi hustotnimi rozhranimi jako vyse a jejich tvar aproximuje pomoci koeficientti
pohybu Enceladu v gravitaénim poli Saturnu a kyvani (libraci) jeho dlouhé poloosy
oproti spojnici Saturn—Enceladus pfimym vypoctem tihového momentu plisobiciho
na ledovou slupku i jadro a jejich momentu setrvacnosti. Vystupem programu je
amplituda fyzikalni librace po ustéleni librace (po simulaci dostatecné dlouhého
¢asového tseku).
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4 Vysledky

V této kapitole prezentujeme vysledky inverze gravitacnich dat (viz sekce
3.2) pro tfi datasety definované vyse (viz sekce s dodatec¢nym vypoctem
kompenzacnich koeficientti. Dale zkoumame feseni v zavislosti na parametrech
H a Rq. V kapitole 4.1] hleddme hodnoty Rc a H takové, pro které nas model
predikuje dobrou izostatickou rovnovaha ledové slupky. V kapitole pak pro
optimélni parametry Rc a H ukazujeme vysledky inverze (tvar rozhrani voda—led
a jadro—voda). V kapitole zkoumame citlivost inverze na topografii jadra. V
posledni kapitole kapitole prezentujeme vysledky simulace fyzikalni librace
v zavislosti na relevantnich parametrech, predevsim R¢o a H a srovnavame tyto
vysledky s mérenim.

4.1 Kompenzacni koeficienty

Provedli jsme inverzi gravitacnich dat a vypocet kompenzacnich koeficient
pro stupen dva a koeficient Cy a na obrazku vykreslujeme misfit .S (viz sekce
3.7) v zavislosti na Ro a H. Vidime, ze dokonald izostdze (S = 0) neni mozna
pro zadnou datovou sadu a kombinaci parametri H a R¢. Jednotlivé datové sady
predikuji dobrou izostazi pro urcity rozsah parametri Rc a H a kazda sada je
jinak citlivdi na zmény jednotlivych parametri.

Pro dalsi diskuzi a hledani parametri B¢ a H minimalizujicich S je vhodné
zameérit se na misfit, ktery bere v potaz pouze nékteré z koeficientii. Na obrazku
v levém sloupci uvadime S séitané pies DS, a DS, (tyto koeficienty se nejvice
meéni s H a Ro a zaroven je zndme nejpiesnéji) a v pravém sloupci S sc¢itané
pies zbylé, tedy DS, D3\, D5, a DS, (méni se mdlo v porovnani s predchozimi
dvéma, zname je méné presné). Aby bylo mozné zkoumat i hodnotu jednotlivych
kompenzac¢nich koeficientii, nikoliv pouze misfit, tak na obrazku kompenzacni
koeficienty v zavislosti na R, respektive H (druhy z dvojice parametru je vzdy
fixni).

Nyni srovnejme vysledky pro jednotlivé datové sady. Ty se lisi svou citlivosti
na zmény H a Rc. Sada Tajeddine-Iess je z datovych sad nejcitlivéjsi na zmény H
a relativné malo citlivd na zmény R, sada Park-Park se chova obracené, vysledky
jsou malo citlivé na H, citlivé na Ro a sada Schenk—Iess je stfedné citliva zménu
H a velmi citlivd na zménu R¢, viz obrazek .1 a

Sada Tajeddine-Iess predikuje dobrou izostazi pro koeficienty DS, a DS, pro
Re =199-201 km (nezavisle na hodnoté H), viz obréazek vlevo a Diky
tomu, Ze kompenzacni koeficient DS, se s Rc méni relativné pomalu, je tato
datova sada nejméné citliva z datovych sad na zmény poloméru jadra, viz také
obrazek a.2al DS, je blizko jedné pro vsechny uvaZované hodnoty Rc a H,
viz obrazek DS, D5, a D3, jsou pro viechny p¥ipustné hodnoty Rc a H
piilis vysoké, ale lehce klesaji s H, viz obréazek [4.3b]

V sadé Schenk-Tess je koeficient DS, velmi citlivy na zmény Re a ddva nejlepsi
izostdzi na cca 201km, viz také obrazek a S ménicim H se nejvice
méni DS, coz zpiisobuje posun idedlniho Re v zévislosti na H, viz obrazek .
Chovani ostatnich 4 kooeficientt je ekvivalentni sadé Tajeddine-less, viz predchozi
odstavec.
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v Sada Park-Park chovan{ koeficientti DS, a DS, omezuje Rc do rozsahu
200 — 202 km, hodnota se lehce posouva s H, podobné jako v predchozi datové
sadé, viz obrazky a [d.2d Kiivky DS)(Rc) se protinaji v bodé D¢ = 0,6 a
maji vyrazné jiné smérnice a dobrd izostaze na obou koeficientech zaroven tak
neni{ mozné (neni mozné aby oba koeficienty byli blizko ejdné zérovern). Toto lze
pozorovat i u ostatnich sad, ale u sady Park-Park je nejvyraznéjsi. a DS, (Rc¢)
DS, DS, a D5, vykazuji dobrou izostdzi pro cely uvazovany rozsah parametri.
Koeficient Dy, je blizko nuly.

Z chovani kompenzacnich koeficientti jsme chtéli odhadnout mozné hodnoty R
a H. Ciselné vysledky této analyzy zavisi na tom, s jakou vdhou budeme uvazovat
jednotlivé kompenzacni koeficienty (,,jak moc jim véfime*), coZ je nutné spjato s
diskuzi chyb nasich vypocti a vlivii nasich predpokladi. Prozatim uvedme, Ze
data ze vsech datovych sad omezuji Rc na blizké okoli 200 km a H v zasadé
neomezuji. Pro podrobnéjsi diskuzi presnosti naseho modelu viz sekce ap.4
Pro podrobnéjsi zavér o hodnoté R¢ viz sekce [5.1

Diskutujme nyni vliv zmény poloméru jadra na nase reseni a kompenzacni
koeficienty. Tato zména ma nasledujici disledky:

1. Gravitacni potencidl rozhrani se zmensuje se vzdéalenosti od rozhrani a to
faktorem (%)ﬁz respektive (%)J_l (podle toho jestli pocitdme puisobeni
jiného rozhrani na rozhrani voda—jadro anebo obrécené). Uvedmé mozny
rozsah zlomku RTC:
flo — 98 = 0,75,

a 252.05

Re _ 210 _
e = 3205 = 0,83

2. Aby se zachovavala celkova hmotnost Enceladu a protoze hustoty vody a ledu
jsou fixni, tak se zménou poloméru jadra se musi zménit jeho hustota. Rozsah
Re = 190210 km odpovidé po = 24592083 kg m ™ (Apc =1449-973
kg m™?).

3. Zména poloméru jadra méni velikost odstiedivé a slapové sily plisobici na
rozhrani voda—jadro (viz sekce . Tyto sily jsou na polomeéru zavislé
kvadraticky a na poloméru R = 210 km jsou tak 1,22-kréat silnéjsi nez na
poloméru Res = 190 km. Tento efekt ptsobi pfimo na geoid, a tudiz i tvar
jadra.

Uvédomme si, Ze vlivy z bodu jedna a dva jsou do jisté miry protichtidné. Cim
vétsi je polomér jadra, tim bliZe je ostatnim rozhrani a tim vice se rozhrani mohou
navzajem ovliviiovat (vliv jedna), ale ¢im vétsi jadro, tim méné je husté a tim
méné relevantni je jeho gravitacni vliv. Pohledem na levy sloupec obrazku |4.3
zjistime, 7e pouze kompenza¢ni koeficienty DSy a DS, se relevantné méni s R¢ a z
nich DS, je vi¢i zméné poloméru jadra citlivéjsi. Ostatni kompenzaéni koeficienty
se s Rc bud neméni, anebo se méni velmi pomalu. Z toho dochazime k zavéru, ze z
vlivi vyjmenovanych vyse je bud relevantni pouze treti vliv, tedy zména velikosti
slapové a odsttedivé sily (projevuji se pouze na Cog a Cqs), anebo se prvni a druhy
vliv vyrusi.
Zména H ma nasledujici vlivy:

1. Méni se vzdalenost rozhrani led—voda a povrchu, respektive led—voda a
voda—jadro, coz méni, jak moc na sebe maji rozhrani gravitaéni vliv (viz bod

31



jedna vyse). Celkova problematika je vsak prilis slozitd, na odhad jaky bude
dtisledek na vysledné kompenzacni koeficienty. Uvedme pro odhad mozného
vlivu alesponi rozsah faktoru ¢=£: 0,94 0,88. Pfipometime, Ze tento faktor

a
se v gravitacnim ptisobeni mocni, viz bod jedna vyse.

2. Hustota jadra se méni s H (podobné jako v bodé 2 vyse). Vzhledem k
malému rozdilu hustoty vody a ledu je tento efekt zanedbatelny v porovnani
s ostatnimi.

3. Velikost slapové a odstredivé sily se méni a to ma vliv na geoid na rozhrani
voda-led na koeficientech Cyy a Css, a tudiz i na topografii a kompenzacni
koeficienty.

Pti pohledu na pravy sloupec obrazku |4.3| vidime, ze vétsina koeficientii se pri
zméné H méni. VSechny kompenzacni koeficienty s H rostou s vyjimkou Cys, ktery
naopak klesa. Na uvazovaném rozsahu H =15-30 km je zména koeficienti vyrazné
mens{ nez zména DS, a DY, pti zméndch Rc. Zména H mé za disledek posunuti
optimélniho (ve smyslu minimalizace misfitu) R (v dusledku posunuti Cyy a Cos)
a malou zménu ostatnich ¢tyT koeficientii.

Déle se vénujme hodnotam kompenzacnich koeficientii, nikoliv pouze tomu,
jak se méni s parametry. Na obrazku 4.2 vidime, zZe pro vSechny sady jsme schopni
doséhnout DS, = 1, respektive DS, = 1 vhodnou volnou Rg a H, ale ne oboje
zaroven a musime se tak spokojit s minimalizaci misfitu. Pro sadu Tajeddine-Iess je
minimalni misfit zohlednujici tyto dva koeficienty nejmensi, péro sadu Park—Park
nejvetsi, viz obrazek vlevo. Koeficient D, je pro vSechny datové sady blizko
jedné pro uvazovany rozsah parametru a pomalu se méni s H. Zbylé tti koeficienty
jsou pro datové sady Tajeddine-less a Schenk-Iess prilis vysoké a pomalu stoupaji
s rostoucim H. Pro sadu Park-Park je koeficient D5, blizko nule a zbylé dva blizko
jedné.
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Obrazek 4.1 Misfit S = Y (Djy, — 1)? v zdvislosti na
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0,0

H a R¢. Misfit zahrnujici

keoficienty stupné dva a D. Pov§imnéte si riiznych rozsahtt barevné gkaly. a) datova
sada Tajeddine—Iess, b) datova sada Schenk-Iess, c¢) datova sada Park—Park.
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Obrazek 4.2 Césteény misfit S = 3(Djy, —1)? z zavislosti na Rc a H, pro koeficienty
Cy a Cag (vlevo) a pro koeficienty Co1, Csp, So1 a S22 (vpravo). a)-b) datova sada
Tajeddine—Iess, ¢)-d) datova sada Schenk-Iess, e)-f) datova sada Park—Park.
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Obrazek 4.3 Kompenzacni koeficienty v zavislosti na poloméru R pii konstantnim
H = 225km (vlevo), respektive v zavislosti na H pii konstantnim Rc = 200km
(vpravo). a)-b) datova sada Tajeddine-Iess, ¢)-d) datova sada Schenk—Tess, e)-f) datova
sada Park—Park.

4.2 Vysledky inverze gravitacnich dat pro fixni
H a RC

7 vysledkt predchozi sekce vyplyva pro kazdou datovou sadu urcity rozsah
parametri H a R¢, pro které nas model predikuje dobrou izostatickou rovnovahu
ledové slupky. Konkrétni c¢iselny rozsah zavisi na tom, jak blizko pozadujeme
kompenzacni koeficienty blizko jedné a které kompenzacni koeficienty uvazujeme
s jakou vahou, pro hlubsi diskuzi viz sekci Zvolili jsme hodnoty parametri
Re = 200km a H = 20km, které sice nejsou zcela optimalni pro minimalizaci
misfitu pro vSechny sady, ale misfit je stédle relativné maly a stejna volba parametri
umoznuje dobré srovnani datovych sad mezi sebou. Vysledky inverze jsou k
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nahlédnuti v tabulkach (4.1} .2 a [£.3] a zobrazené na obrézcich [£.4) a [4.5]

Zamérme se nejdrive na tvar rozhrani led—voda. Ten je dominovany koeficienty
C’% Va Céé W o je zasadni rozdil oproti tvaru povrchu Enceladu, jelikoz koeficient
CQIQ/W neni vyznamny. Koeficienty 0211/ W, 211/W a S2IQ/W jsou vétsi ve srovnani s
povrchem. Velky koeficient C’;%W vytvari ztenceni ledu na jiznim polu (obréazek
. Za povsimnuti dale stoji koeficient Sél/ "'y sads Park-Park, ktery je neobvykle
velky, dokonce vétsf nez C2".

Tvar jadra je dominovén koeficienty C$) a C, a to vice nez povrch, coz je
dobfe vidét na obrazku [£.5] Divodem je, Ze obé zbyld hustotni rozhrani jsou
daleko a zaroven se jejich gravitacni pusobeni vzajemné kompenzuje a na tvar
jadra ma tak nejvetsi vliv odstiredivy a slapovy potencial. Ostatni koeficienty jsou
velmi malé. Jedina vyjimka je koeficient S$ v sadé Park—Park s hodnotou 201,5m,
co? je ale stéale o fad méné nez koeficienty C$, a CS,.

Na vnéjsi gravitacni pole ma nejveétsi vliv tvar povrchu, viz spodni c¢asti
tabulek a . Jadro piisobi prakticky jenom na koeficienty C§ a C%.
Rozhrani voda-led mé nejmensi gravitacni vliv, coz je neprekvapivé vzhledem k
nizké hodnoté hustotnfho skoku (Ap;w = 84kg m™?). Hraje ale zdsadnf roli pfi
inverzi gravitacnich koeficientti jinych nez C§ a CS, protoze tvar povrchu je v
nasem modelu dany a tvar jadra je na téchto koeficientech minimalni.

O Enceladu je znamo, ze jeho jizni pdl je velmi aktivni oblasti, kde byly
pozorovany gejziry kapalné vody (Porco et al., [2006; Yin a Pappalardo, 2015), coz
je konzistentni s ledovou slupkou vyrazné zeslabenou okolo jizniho pélu v nasich
vysledcich (viz obrazek . Dle naseho modelu se ledova slupka na jiznim pélu
ztencuje na 5,2km podle datové sady Tajeddine-Iess, 2,7 km dle sady Schenk-
less a 7,7km dle sady Park—Park. Je vsak dilezité upozornit, ze tyto hodnoty
samoziejmé zalezi na volbé H, kterou jsme pro tento vypocet zvolili H = 20 km,
ale mize byt samoziejmé jind. Tloustka ledové slupky v nejsilnéjsim bodé se u
vsech modeltt pohybuje okolo 30 km. Pro hlubsi diskuzi tloustky ledu na jiznim
polu, v kombinaci s vysledky simulace librace, viz 5.5
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koef. | K%, KV KG | KSRV
Coo | -5564,2 10280,0 -3107.2 | -4294,2 -3717,1
Cy | 235 4855 70 | 46 83
Cy | 33291 -569,9 2254,1 | 3070,2 27023
Cyp | 5633 58257 54 | 40,7 58
So | 226 10088 222 | 197 263
Sw | 121 9993 255 | -224 293

koef. | K§, | K3° KW KGO

Cy | —250,7]-2137 27,3 64,2

Coy | =05 | 09 13 01

Cow | 1751 | 1292  -14 473

Cp | 45 | 151  -105 0,1

S | 22 | 09 27 05

Sw | =26 | 05 25 05

Tabulka 4.1 Vysledky zjednodusené nelinearizované inverze pro datovou sadu
Tajeddine-less, Rc = 200km, H = 20km. V horni tabulce: tvar tii rozhrani, ge-
oid rozhrani vakuum-led a led—voda, ve spodni tabulce: pozorovany gravitacni potencidl,
potencial generovany jednotlivymi rozhranimi. Jednotky prvni tabulky jsou metry, jed-

notka druhé tabulky je m? s—2.

2

koef. | K5, KL K | K& KDV
Cao | -5436,4 8375,9 -3125,7 | -42942 -3739,5
Co | 897  -1396,7 -13,7 | -46  -158
Cyw | 31388  2170,7  2278,2 | 3070,6 27277
Cyp | 8863 -10604,6 -311 | 40,7  -39,7
Soi | 214 9985 223 | 198 261
Se | ATO 14979 207 | 225 -338

koef. | KG, | K& KW KGO

Cy | -250,7 | 2088 228 64,6

Cu | 05 | 35 37 03

Cop | 1751 | 1219 54 478

Cp | 45 | 237 -188  -04

Soi | 22 | 08 26 05

S | 26 | 18 38 06

Tabulka 4.2 Jako tabulka ale pro datovou sadu Schenk-Iess.
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koef. | KS, KW KS | KIS KUV

Jm jm
Cy | -5250,5 3882,6 -31984 | -4353,1 -3823,1
Cor | -162,0 21135 13,2 4.0 14,7
Cy | 31664 16915 22728 | 30674 2721,6
Cso 785,0  -7985,1 -7,5 64,2 -6,4
Se1 | 406,9 -5556,9 -40,3 4,3 44,2
See | 7312  -333,0 2042 | 2787 244,

koef. | K§, | kG5 KU KGC
Cy |-257.4|-201,8 105  -66,1
Cu | 05 | 62 55 03
Cor | 1747 | 1229 41 477
Cp | 72 | 210 -138 01
Sei | 04 | 155  -143 08
Sw | 317 | 284 10 43

Tabulka 4.3 Jako tabulka ale pro datovou sadu Park—Park.
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tvar rozhrani led-voda (km) tloustka ledové slupky (km)

Obrazek 4.4 Vlevo tvar rozhrani voda-led, vpravo tloustka ledu, stupen 2 a Csg. a)-b)
datova sada Tajeddine—Tess, ¢)-d) datova sada Schenk—Iess, e)-f) datovd sada Park—Park.
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Obrézek 4.5 Tvar rozhrani voda—jadro, stupen 2 a Csg. a) datova sada Tajeddine-Tess,
b) datova sada Schenk-Iess, c¢) datova sada Park-Park.

4.3 Vliv topografie jadra na vysledky inverze
gravitacnich dat

V tabulce [4.4] jsem spocitali vSech Sest uvazovanych kompenzacnich koeficienti
pro fixni Rc a H a moznou chybu zptisobenou koeficientem topografie jadra
Kfr’nc = £100 m. Na obrazku 4.6/ pak uvadime zavislost kompenzacnich koeficientti
na polomeéru jadra s chybou zpusobenou topografickymi koeficienty stejné velikosti.
Vidime, ze i tato relativné mald topografie (ve srovnani s tvarem jadra) ma zdsadni
vliv na vysledny kompenzaéni koeficient, s vyjimkou DS, a DS, kde je efekt maly,
viz tabulka (4.4

Protoze topografii na jadie nemtzeme vyloucit, dochazime k zavéru, ze jeji
existence miuize mit zasadni vliv na vysledky nasi inverze, ale i jakékoliv jiné
inverze gravitacnich dat. Nejzasadnéjsim vysledkem je velkd chyba koeficientu
DS, v diisledku mozné topografie. Tento koeficient byl nejcitlivéjsi na zménu Re
a pouzivame ho tak k urceni tohoto parametru. Vzhledem k chybé v dusledku
mozné topografie je vsak takovy odhad zatiZzen velkou nejistotou, viz obrazek
Podrobnéjsi diskuze vlivu topografie jaddra na Rs urcené inverzi gravitacnich dat

viz 5.4l
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koef. | Taj—Iess ‘Schenkfless Park—Park

DS, | 0.9240.06 | 0.894+0.07 | 0.72 +0.09
DS, 1+3 1.2+0.9 1.1+0.5
DS | 1.0+0.3 0.7+1 0.9+0.8
D$ | 09401 | 1.054+0.08 | 0.9240.09
D3, 2+2 242 1.1+£0.2
D3, 242 241 0.140.2

Tabulka 4.4 Zména kompenzacni koeficienti v disledku topografie jadra, hodnota
pro KjTﬁzC = 0m = rozsah pro K;TC;LC = 4100 m. H = 20km, R¢c = 200 km.

a) b)
2,0 T T T 2,0 T T T
DCZO DCZO
Dczz DCZZ
1,5 D% = 1,5 D% .

(o - -
w
\
1
kompenzacni koeficient

kompenzacni koeficient
N
=)
T
1

0 0 1 1 1 0 0 Il 1 1
190 195 200 205 210 190 195 200 205 210
polomér jadra (km) polomér jadra (km)
c)
2,0 T T T
2 Dgzo
Ko} D*2
S 1,5 DG, —— B
T
£
’E 1,0 £
g
8. 0,5 £ -
g0
2
0’0 1 1 1
190 195 200 205 210

polomér jadra (km)

Obrazek 4.6 Zména kompenzacnich koeficientti v dusledku topografie jadra. Plné
¢ary stejné jako na obrazku vlevo, barevny pruh znaci rozsah K;Tc;lc = —100 m az 100
m. Kompenzaéni koeficienty v zavislosti na poloméru jadra, H = 20km. a)-b) datova
sada Tajeddine-less, c)-d) datova sada Schenk-less, e)-f) datova sada Park-Park.

4.4 Librace

Nejdrive zjistéme citlivost fyzikalni librace na jednotlivé parametry. Na grafech
na obrazku ukazujeme postupné hodnotu fyzikalni librace spocitanou nasim
programem v zavislosti na vSech parametrech (s vyjimkou hustot). Vidime, zZe
program je nejcitlivéjsi na C5, a H, coz je nepfekvapivé, prvn{ z parametrii uréuje
velkou ¢ast momentu sily plisobicitho na ledovou slupku a druhy jeji moment
setrvacnosti. Zavislost na Rgo a CF) a CF, je slabsi. Fyzikaln{ librace se s C%W a
C’QIQ/ " méni jenom pomalu. Vzhledem k tomu, jak mélo je fyzikalni librace citliva
na tvar jadra a tvar rozhrani voda—led, tak dochazime k zavéru, ze predpoklad
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hydrostatického jadra je pro ni postacujici a topografie jadra nemé zasadni dopad
na vysledky jako u inverze gravitacnich dat, viz predchozi sekce.

Na grafu pak vykreslujeme hodnotu fyzikalni librace jako funkci Ro a H a
zakreslujeme oblasti, které odpovidaji libraci spoc¢itané v Thomas et al. (2016])
a Park et al. (2024). Vidime, Ze mezi libracemi v ruznych datovych sadach neni
znatelny rozdil. To je dusledek toho, ze datové sady se vyznamné lisi jenom v
iV W g na ty je librace méné citlivd nez na ostatni parametry.

20 > L22 Y] b y

Namétend librace omezuje predevsim parametr H, ale zavisi i na R¢. Librace

odvozena v Thomas et al. (2016 omezuje H na 17-20 km (v zavislosti na R¢) a

ta odvozena v Park et al. (2024)) na 23-27 km (v zavislosti na R¢).
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Obrazek 4.7 Fyzikdlni librace v zavislosti na jednotlivych parametrech, vSechny
parametry az na jeden jsou vzdy fixni. Pokud neni parametr na x-ové ose, tak jsou
jejich hodnoty Rc = 200km, H = 20 km, tvar povrchu z Tajeddine et al. a tvar
rozhrani voda—led a jadra z vysledki nasi inverze (tabulka .
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Obrazek 4.8 Fyzikdlni librace jako funkce Ro a H, plné ¢ary oznacuji libraci Enceladu
podle Thomas et al. a podle Park et al. , ¢arkované ¢ary oznacuji chyby
téchto méreni. Kazdy pixel predstavuje kombinaci Rc a H pro kterou jsme spocitali
inverzi gravita¢nich dat a simulovali fyzikalni libraci s odpovidajicimi R¢, H, tvarem
povrchu z datové sady a tvarem rozhrani voda-led a voda—jadro z inverze gravitacnich
dat.
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5 Diskuze

5.1 R(;aH

V sekci jsme ukéazali, Ze méreni fyzikalni librace urcéuje H s pfesnosti na
nékolik kilometri. Zkombinujme toto s vysledky inverze gravitacnich dat, ktera je
naopak citlivéjsi na zmény Rqo. Na obrazku vidime vysledky z inverze gravi-
tacnich dat prekryté témi ze simulace fyzikalni librace. Kombinace obou vysledki
omezuje parametry Rc a H na relativné malé rozsahy. Pokud uvazujeme hodnotu
librace ze starsi publikace Thomas et al. (2016]), tak nase datové sady davaji
odhad H =17-20 km (vSechny sady) a Rc =198-201 km (sada Tajeddine—Iess),
Re =200-201 km (sada Schenk-less), respektive R =200-202 km (sada Park—
Park). Pokud uvazujeme hodnotu librace z Park et al. (2024)) ddava R =198-201
km a H =24-27 km (sada Tajeddine-less), Rc =201-202 km a H =24-26 km
(sada Schenk-Iess) a R =200-202 km a H =24-27 (sada Park—Park).

Je dilezité upozornit, ze vysledky obracené ulohy jsou zatiZzeny vyznamnou
nejistotou v dusledku chyby gravitacnich i tvarovych dat (viz sekce a neznameé
topografie (viz sekce . Vysledné odhady R uvedené vyse je tak potieba vnimat
jako nepresné. Vzhledem k této nejistoté, lze zanedbat rozdily mezi datovymi
sadami a uvadét oblast cca Ro =198-201 km a H =17-20 km na zakladé méreni
fyzikalni librace z Thomas et al. (2016) a Rc =198-202 km a H =24-27 km na
zékladé mérfeni z Park et al. (2024).
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Obrazek 5.1 Grafy z obrazku vlevo prekryté carami z obrazku Barevnéd mapa
zobrazuje misfit zohlednujici koeficienty D% a D202, cary ukazuji oblast parametra R¢
a H, kde nase simulace predikuje stejnou libraci jako pozorovana (pouzivame hodnoty
librace z Thomas et al. (2016) a Park et al. (2024)), prerusované ¢ary ukazuji chybu
méfteni librace.

5.2 Presnost vypoctu

5.2.1 Porovnani linearizované a nelinearizované metody
vypoctu potencialu hustotniho rozhrani

Zde srovndme dvé metody vypoctu gravitacniho potencidlu, viz sekece [I.3]
Presnéjsi, nelinearizovanou metodu pouzivame obecné pro vsSechny vypocty, s
vyjimkou vypoctu gravitaéniho potencidlu rozhrani voda—jadro na jeho vlastnim
poloméru pro ucely vypoctu geoidu. V tomto pripadé volime méné presnou variantu
z dtivodit numerické naro¢nosti, viz sekce [3.2] a

Pro vysledky nasi inverze a datovou sadu Schenk-Iess (viz tabulka jsme
obéma zpusoby spocitali gravitacni potencial vSech trech hustotnich rozhrani
na jejich vlastnim poloméru i na polomérech ostatnich rozhrani, vysledky je
mozné vidét v tabulce [5.1] Zdaraznéme, ze v obou pripadech pouzivame stejné
tvarové koeficienty, pouze aplikujeme jiné rovnice (rovnice respektive pro
vnéjsi potencidl a ekvivalentni pro vnitin{). Chyba linearizace nepiekrocila 7 %
a ve vétsiné pripadi je nizsi. Inverze gravitac¢nich dat je vSak relativné citliva
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(tato velikost chyby muze mit za disledek napiiklad zménu koeficientu C’%W
0 1000 m). Proto povazujeme za opravnéné pouzivat presnou, nelinearizovanou
metodu vypoctu gravitacniho potencidlu hustotniho rozhrani, prestoze zvysuje
numerickou naroc¢nost a neumoznuje analytickou inverzi gravitacnich dat.

Pro nas jsou specificky zajimavé posledni tti sloupecky spodni tabulky, jelikoz
jde o jedinou situaci, kdy pouzivame nepresnou metodu. Ze vsech koeficientii
jsou relevantni prakticky pouze Csy a Csy, protoze na ostatnich koeficientech je
gravitac¢ni potencial jadra zanedbatelny. Na téchto dvou koeficientech je chyba
okolo 1 %, coz muzeme zanedbat ve srovndni s chybami v dusledku nejistoty
vstupnich dat anebo s chybou vzniklou z nezndmé topografie jadra, viz sekce [5.3

ab.dl
koef. S—=95 S —I/W S—=C
lin  nonlin rozdil (%) | lin  mnon-lin roz (%) | lin  non-lin roz. (%)
Cow | -180  -181 0,2 134 -134 02 | 212 209 -1
Cor | 298 2,08 0,1 221 221 01 | 351 345  -16
Cao 104 104 -0,3 77,4 77,1 -0,3 123 122 -0,8
Cso 19,3 19,6 1,3 12,4 12,5 1,3 24,8 23,7 -4,2
So1 -0,710  -0,715 0,6 -0,528 -0,531 0,6 -0,838 -0,817 -2,5
Sy | 156 1,56 03 116 1,16  -03 | 1,84 183  -08
koef. /W =5 /W — IJW /W —C
lin  non-lin rozdil (%) | lin  non-lin roz. (%) | lin  nonlin roz. (%)
Co | 214 228 6.6 274 266 30 | 203 200 -5
Cy | -356  -3.69 35 | -457 -447 22 |-3390 -336  -0.8
Caa 5,54 5,42 -2,1 7,10 6,82 -3,8 9,27 5,30 0,6
Cso | -17,8 -18,8 2,9 -24,8 =237 -4,2 -15,9  -15,5 -2,0
So1 | 255 2,61 2.4 326 318 25 | 243 241  -05
Sy | -382  -3,76 A7 | -490 -471 38 |-364 -366 05
koef. c—S C—I1/W ¢ —-C
lin  non-lin roz. (%) | lin  mnonlin roz (%) | lin  nonlin roz (%)
Cw | 649 646  -04 | -832 -828  -04 | -130 -128  -13
Cy | -0,284 -0,284 -0,1 -0,364 -0,364 -0,1 -0,569 -0,562 -1,2
Ca 47,3 478 1,0 60,6 61,2 1,0 94,7 94,1 -0,7
Csp | -0,366 -0,358 -2,3 -0,510 -0,498 -2,3 -0,924 -0,894 -3,2
Sa1 0,464 0,456 -1,8 0,595 0,584 -1,8 0,929 0910 -2,0
S | -0.617 0623 10 |-0791 -0,799 10 | -123 -123  -07

Tabulka 5.1 Srovnani sférickych koeficientti gravitacniho potencidlu rozhrani ziska-
nych linedrnim, nebo nelinedrnim vypoctem. Znac¢eni A — B méa na mysli gravita¢ni
potencidl rozhrani A na stiednim poloméru rozhrani B. Jednotky jsou m? s~2. Vypodi-
tano pro R = 200km, H = 20 km, datovou sadu Schen-less a vysledky nasi inverze, viz

sekce @
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5.2.2 Srovnani zjednodusené a presné metody urceni geo-
idu

Zde srovnavame dvé metody hledani geoidu: zjednodusenou, linearizovanou
metodu (K Jhm =K ]Vm /g) a nezjednodusenou, presnéjsi metodu (explicitni hledani
ekvipotencialni plochy, viz sekce . Prvni, zjednodusenou metodu pouzivame
pro vypocet geoidu rozhrani voda—jadro. Druhou, presnéjsi metodu, pouzivame
pro vypocet rozhrani vakuum—led a led—voda. Konkrétné zkoumejme geoid vznikly
pusobenim rozhrani samo na sebe, protoze zde se nejvice projevi linearizace.

Pro vysledky zjednodusené nelinearizované inverze pro fixni Rc a H a datovou
sadu Schenk-less (viz sekci a tabulka jsme spocitali geoid nepresnou
(linearizovanou) metodou a piesnou (nelinearizovanou) metodou. Pro vypocet
geoidu jsme uvazovali pouze jedno rozhrani (pro geoid na rozhrani vakuum-led
pouze rozhrani vakuum-led atd.), tedy geoid vznikly ptsobenim rozhrani samo
na sebe. Zdiraznéme, ze dosazujeme stejné tvarové koeficienty, ale pouzivame jiné
metody hleddni geoidu. V tabulce 5.2 vidime, Ze rozdil mezi vypoéty je miniméln{
pro rozhrani vakuum-led a led—voda. Pro rozhrani voda—jadro (kde pouzivame
nepresnou, linedrni metodu) se vypocty lisi maximélné o 3 % a typicky o 1%. Jak
jsme ukdzali v sekci [4.3] tak i mald zména ve tvaru jadra muze mit velky efekt
na vysledné kompenzacni koeficienty, zkusme tedy odhadnout jak velky muze
toto mit efekt na vysledné kompenzacni koeficienty. Na tvar jadra je nejcitlivéjsi
koeficient DS, viz sekce proto dale uvazujeme ten. Mezi vypocty je rozdil
cca 7Tm (viz tabulka , coz odpovida zméné kompenzaéniho koeficientu DS, o
+0,05. To je relativné nevyznamné ve srovnani s moznou chybou DS, v diisledku
chyby gravitacnich dat a neznamé topografie jadra, jak ukazujeme déle, viz sekce
al2.4

Mize se zdat nelogické, ze pouzivame presnou metodu na rozhranich voda—led
a vakuum-led, ale ne na rozhrani voda—jadro, kde jsou rozdily nejvétsi. Diuvodem
je numerickd narocnost. Geoid na jadre potrebujeme byt schopni pocitat rychle,
protoze ho musime pocitat v rdmci smycky, viz sekce [3.2] Geoidy na zbylych dvou
rozhranich poc¢itdme az dodatecné a pouze jednou.

geoid povrchu geoid voda—led geoid voda—jadro
koef. | lin  mon-lin rozdil (%) | lin  non-lin rozdil (%) | lin  non-lin rozdil (%)
Co -1840  -1843 -0,1 2270  226,9 0,0 -1033  -1020 1
Co 30,43 30,43 0,01 -38,17  -38,17 0,02 -4,525  -4,481 1
Cy | 1074 1071 0.3 5833 5829 0,08 | 7531 7464 0.9
Cso 209,2  210,0 -0,4 -202,9  -203,0 -0,03 -7,347  -7,112 3
Sa1 -7,198  -7,255 -0,8 27,22 27,20 0,07 7,387 7,293 1
Sa2 16,08 16,05 0,2 -40,28  -40,26 0,05 -9,820 -9,781 0,4

Tabulka 5.2 Srovnani geoidf spocitanych zjednodusenou, linearizovanou metodou
a presnou, nelinearizovanou metodou. Jednd se o geoidu uvazujici pouze pusobeni
hustotniho rozhrani na jejich referenénim poloméru. Datova sada Schenk—less, R¢c =
200km, H = 20km, tvar vnitinich rozhrani z vysledki nasi inverze, viz sekce
Jednotka je metr.
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5.3 Chyba vstupnich dat

Publikace ze kterych ¢erpame uvadéji chybu gravitacnich dat. V tabulce |5.3
prezentujeme vliv chyb gravitacnich dat na vysledné kompenzacni koeficienty.
Chyba kompenzacnich koeficienti je relativné mala ve srovnani s jejich hodnotou,
s vyjimkou koeficientu DS, jehoz chyba je pro nis vyznamna, vzhledem k tomu,
ze tento koeficient ndm umoznuje uréit Re.

Chybu tvarovych dat publikace neuvadéji. Zkusme velikost chyby odhadnout ze
srovnani tif zdroju pro tvarova data, které uvazujeme viz [2.1} Citované publikace
uvadéji predevsim pro koeficienty C3, S5, a S5, vyrazné rozdilné hodnoty a
muzeme tak ocekavat ze jsou namérené s malou presnosti. Rozdil hodnot koeficientu
C4 v publikacich je sice mensf nez u t¥ech predchozich, ale stale se jeho hodnoty
mezi sebou lisi o vice nez 100 metrua (to plati i o topografii na koeficientu Csg, viz
sekce [2.4)). Hodnoty koeficienttt Cyy a C%, jsou mezi publikacemi téméf shodné
a muzeme tak oc¢ekavat malou chybu méreni, ale pro kompenzacni koeficienty je
vyznamna predevsim topografie (C2TO’S, CQTQ’S), kterd se mezi datovymi sadami lisi
vyznamndji, az o 100 % prumdéru v pripadé C’QTZ’S, viz sekce . Predevsim pro
DS, lze tak ocekévat relativné velkou, ale bohuzel nezndmou, chybu v disledku
nepresnosti tvarovych dat.

koef.‘ Taj—less ‘ Schenk-Tess ‘ Park-Park

DS, | 0,924+0,02 | 0894003 | 0,72+ 0,04
DS | 1414030 | 1,2240,10 | 1,10+0,08
DS, 1,0+0,1 0,74 0,5 0940,3
DS, | 0944006 | 1,064£004 | 0,9240,07
DS, | 1,939 40,001 | 1,967 + 0,002 | 1,133 0,020
DS, | 2284021 | 1,714+0,19 | 0,11+0,07

Tabulka 5.3 Kompenzac¢ni koeficienty s chybou v dtsledku chyby gravita¢nich dat.
H = 20km, Rc =200 km.

5.4 Topografie jadra a jeji dusledky pro inverzi
gravitacnich dat

V nasi inverzi jsme pouzivali predpoklad hydrostatického jadra, ktery je
Casto vyuzivan v publikacich Tesici podobné obracené tlohy, viz napifklad Cadek
et al. (2019). Prakticky vsak o jadru Enceladu (potazmo i o jadrech jinych
podobnych téles) méme minimalni informace a tento predpoklad je tak typicky
volen jako jedind praktickd moznost modelovani. Topografii jadra vSak nemizeme
snadno vyloucit. Ta by mohla byt podporovana napriklad izostazi, proudénim
vody v poréznim jadie (Rovira-Navarro et al., 2022), vyvoland narazy dalsich
téles (Monteux et al., 2016) nebo jinymi dynamickymi procesy. Dalsi z naSich
predpokladi byl, Ze jadro je homogenni, nebo ze hustotni nehomogenity maji
minimalni vnéjsi gravitacni vliv. Jakékoliv hustotni nehomogenity v jadie mohou
mit podobny efekt jako zde diskutovana topografie.

Topografie jadra ma pozorovatelny vliv na vnéjsi gravitacni pole. U téles
ledového typu je tento vliv vyznamny, jelikoz hustotni skok na rozhrani voda/led—
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jadro veliky. Jakdakoliv inverze gravitacnich dat a obracena tloha, predikujici
vnéjsi gravitacni pole jako ptisobeni vnitfnich hustotnich rozhrani, kterd vyuziva
predpoklad hydrostatického jadra, tak muze byt zatizena chybou. Protoze hustotni
skok na rozhrani voda-led je o vice nez fadd mensi nez na rozhrani voda—jadra,
tak i mala topografie jadra ma velky vliv na tvar rozhrani voda-led a tudiz i na
kompenzacni koeficienty, viz [4.3

Diskutujme dale dopad topografie jadra na nas odhad R¢. Jak jsme ukézali
v sekei 5.1} tak obrdcend tloha ndm umoziuje omezit parametr Rc na malou
oblast okolo R = 200 km. Na obrazku [5.2| ukazujeme Rc minimalizujici misfit
(uvazujeme jenom koeficienty D) a DS, stejné jako v sekci [5.1)) v zdvislosti na
topografii jadra na koeficientech C’QTO’C a C’;‘FQ’C. Urceni R¢ je vice citlivé na topografii
na koeficientu C’;g’c, jelikoz koeficient DS, se vice méni s R¢. Pokud uvazujeme
topografii mensi nez 100 m, tak naptiklad pro sadu Park—Park je rozsah mozného
Re 198-204 km. Pokud dovolime topografické koeficienty v rozsahu +250 m (cca
10 % tvaru jadra na téchto koeficientech, viz tabulka [4.1]a nasledujici), tak se muze
R¢ pohybovat v rozsahu 190-210 km, tedy obracena tloha by nijak nezmensovala
nas puvodni odhad poloméru jadra.

Vzhledem k témto vysledkim jsme nazoru, ze dalsi vyzkum jadra a moznych
zdrojl topografie na ném je dilezity smér dalsitho vyzkumu a do doby, nez budeme
o jadre mit blizsi informace, je tfeba v pripadé inverze gravitacnich dat postupovat
opatrné a citlivost na moznou topografii ovérovat. Dale dochazime k zavéru, ze
hodnoty R¢ udavané na zakladé obracené ulohy v predchozich publikacich jako
napiiklad Cadek et al. (2019), McKinnon (2015)) a Park et al. (2024), mohou byt
v dtisledku neznamé topografie zatizeny znacnou chybou.
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Obrazek 5.2 Hodnota Rc minimalizujici misfit S = (DG, —1)2+ (D%, —1)? v zévislosti
na koeficientech topografie jadra C’%’C a 02T2’C pro H =20 km. Uvazovali jsme R¢ v

rozsahu 190-210 km a proto se v horni a dolni ¢asti grafu hodnota Rc neméni. a) datova
sada Tajeddine-Iess, b) Schenk-Iess, ¢) Park-Park.

5.5 Variace tloustky ledu

Rozhrani voda—led mé velké variace tvaru, na jiznim pélu az 15 km od prumeéru,
v nepoldrnich oblastech az 5 km (viz obrazek vlevo). Oproti tvaru povrchu a
jadra je vyznamny rozdil v koeficientu Css, ktery je pro rozhrani voda-led velmi
maly (viz tabulka[d.1]a nésledujici). Tloustka ledové slupky (viz obrazek [4.4] vpravo)
se mezi jiznim poélem a rovnikem meéni az o 25 km. Tvar ledové slupky bychom
ocekavali priblizné jako elipsoid prodlouzeny ve sméru osy Enceladus—Saturn.
Na ledové slupce pozoruje podobné zesileni ledu, ale vici této ose vychylené,
predevsim v sadé Schenk-Iess a Park-Iess, nejlépe je to vidét na obrazku
vpravo. Vychyleni je v jiznim sméru pro vsechny datové sady a v zapado-vychodnim
sméru pro sady Schenk—less a Park—Park.

Tato pozice je nestabilni, gravitacni pole Saturnu na takovéto vychyleni ptisobi
momentem (podobné jako v piipadé fyzikalni librace), ktery by mél slupku otocit
tak, aby mista s prebytkem hmoty smétovali ve sméru Saturn-Enceladus. Zda je
tato pozice nestabilni a jesté nedoslo k relaxaci, anebo zda existuje néjaka neznama
sila, ktera by branila v otoc¢eni ledové slupky nevime. Jeden z kandidatu na takovou
silu je silny morsky proud, ktery tfenim ptisobi proti momentu ptisobicim na slupku.
Dalsim moznym vysvétlenim je rozlozeni tepelnych zdroji na jadre, které se ¢asto
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zminuje v kontextu ztenceni ledové slupky na jiznim poélu, viz napriklad Lobo et al.
(2021). Tato teorie vysvétluje ztenéeni ledové slupky na jiznim pélu kontinudlnim
prisunem teplé vody. Stejné tak bychom mohli vysvétlit polohu nejsirsi ¢asti ledu
tak, ze ledova slupka se sice v ¢ase otaci ve sméru diktovaném tihovym polem, ale
tani a namrzani ledu na rozhrani voda—led udrzuje tloustku ledu takovou, jakou
pozorujeme, tedy v nerovnovaze. To by znamenalo, Ze v oblasti cca 0 az 45° jizni
sitky se vyskytuje predevsim studend voda (led je zde tlustsi). Nabizi se myslenka
velkého tepelného cyklu, kde je voda zahtivana teplym jadrem na jiznim pélu,
stoupa a tavi led na jiznim poélu, chladne, pohybuje se severnim smérem, namrza
v oblasti jizné od rovniku v misté nejsilnéjsi ledové slupky a néasledné klesa.

V oblasti jizniho polu byla pozorovana vyznamné aktivita napriklad v podobé
gejzirt vody (Porco et al., 2006; Yin a Pappalardo, 2015) a proto je dilezita
otazka, jak tlusta je ledova slupka v oblasti jiznitho pélu. Tato hodnota bude v
nasem pripadé zavisla na datové sadé a hodnoté H. Hodnoty H déle zavisi na tom,
kterému méreni librace vérime (Thomas et al. (2016) nebo Park et al. (2024)), viz
sekce . Sest hodnot (pro kombinace datovych sad a librace) nejmensi tloustky
ledu v okoli jizniho pélu uvadime v tabulce Vidime, zZe nejtenci je ledova
slupka podle datové sady Schenk-less a méreni librace z Thomas et al. (2016])
(méné nez 2 km). Pro datovou sadu Park-Park obecné a pro vsechny datové sady
a mereni librace z Park et al. (2024), pak nase obracena tloha dava vyrazné tlustsi
ledovou slupku okolo jizniho polu. Uvédomme si vSak, Ze jsme se omezili pouze na
koeficienty stupné dva a Cjy a koeficienty vyssich stupni mohou nezanedbatelné
prispivat k ztenceni ledu okolo jizniho pélu. Aktivni oblast jizniho pélu je prilis
mala aby ji presné zachytili dlouhovinné koeficienty, kterym se vénujeme a zde
uvadéné hodnoty tloustky ledu v okoli jizniho poélu tak povazujme spise za odhad.

‘ sada Taj.—less sada Schenk-less sada Park-Park

librace z Thomas et al. (2016) 4,6 1,8 6,8
librace z Park et al. (2024) 10,4 6,2 12,1

Tabulka 5.4 Nejtenci bod ledové slupky v okoli jizniho pélu pro rtzné datové sady a
méfeni libtrace, jednotka je km. Vysledky nasi obracené ilohy pro hodnoty Rc a H
uréené z minimalizace misfitu a z librace v sekci

5.6 Srovnani datovych sad

V kapitole [2 jsme z literatury sestavili 3 datové sety, starsi Tajeddine—less s
relativné malymi koeficienty jinymi nez Cyg a Cyy, Schenk—Iess s témito koeficienty
vetsimi a Park—Park vyrazny predevsim koeficienty Soe. Srovnejme nyni vysledky,
které jsme pro jednotlivé datasety pozorovali.

Mezi datovymi sadami byli drobné rozdily v urceni Ro a H, které nejlépe
odpovidaji izostazi, ale vzhledem k nepresnosti tohoto urceni, kterou jsme ukazali
vyse, jsou v tomto ohledu rozdily mezi datovymi sadami zanedbatelné. Hlavni
pozorovany rozdil mezi datovymi sadami tak je rozdilna tloustka ledu na jiznim
polu, kde sada Schenk—Iess dava vyrazné tenci led nez ptivodni data z Tajeddine—
less. Sada Park—Park naopak dava tlustsi ledovou slupku v okoli jizniho pélu nez
Tajeddine—Iess. Dalsim rozdilem je poloha vyduti ledové slupky, ktera je v sadé
Tajeddine—less priblizné ve sméru spojnice Saturn—Enceladus, v sadé Schenk—Iess
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a predevsim Park—Park pozorujeme vyrazné vychyleni vychyleni od této spojnice,
implikujici nestabilitu ledové slupky.

5.7 Srovnani meéreni librace

Vychazeli jsme ze dvou méreni librace. Starsi méreni Thomas et al. (2016)) a
novéjsi Park et al. (2024), které prichdzi s vétsi hodnotou librace. Piavodni méteni
se shoduje s vysledky nasi simulace pro stredni tloustku ledové krusty 17-21 km
a Park et al. (2024) pro 23-27 km. Toto mé dopad i na tloustku ledové slupky v
okoli jizntho pdlu, pokud uvazujeme novéjsi hodnotu librace z Park et al. (2024),
tak dostavame vyrazné tlustsi led na jiznim po6lu (6-12 km podle datové sady).
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Zaver

Resili jsme obracenou tlohu pro vnitin{ strukturu Enceladu a zjistili jsme, Ze
inverze gravitacnich dat s pozadavkem Airyho izostaze na sférickych koeficientech
Cy a Cy omezuje polomér jadra Re. Inverzi jsme aplikovali na starsi data z
Iess et al. (2014) a Tajeddine et al. (2017) a na novéjsi z Schenk a McKinnon
(2024)) a Park et al. (2024])). Zjistili jsme, Ze datové sady ukazuji na velmi blizké
hodnoty Rc (198-202 km) a nové vysledky tak metodou inverze gravitacnich
dat neprindseji zasadné jiné zaveéry nez ukazaly dosavadni studie. Nejvétsi rozdil
mezi datovymi sadami je stabilita ledové slupky. Dlouhé osa Enceladu nelezi ve
sméru Saturn—Enceladus a to i ve starsi sadé Tajeddine—less, ale vyrazné vice
pro datové sady Schenk-less a Park—Park. Vychyleni je ve vSech pripadech v
jiznim sméru, v pripadé novéjsich dat i ve vychodo—zapadnim sméru. Oproti
piedchozim publikacim (napiiklad Cadek et al., 2019; McKinnon, 2015; Park
et al., 2024; Thomas et al., 2016|) jsme se prii formulaci obracené tlohy nespokojili
s predpokladem hydrostatického jadra a ukazali, ze i relativné mala topografie
jadra (ve srovnani s jeho tvarem) muze mit zasadni dopad na inverzi gravitacnich
dat. Napiiklad nezndmd topografie o velikosti 250 m (okolo 10 % hydrostatického
tvaru) snizuje presnost urceni Ro na cca 190-210 km. Déle jsme ukazali, Ze i
chyba gravitac¢nich a tvarovych dat mize mit nezanedbatelny dopad na obracenou
ulohu.

Metoda inverze gravitacnich dat neposkytuje ztzeni odhadu H. Proto jsme
dale simulovali fyzikalni libraci, ktera je na parametr H citliva, a srovnali jsme
vysledky s méfenim v Thomas et al. (2016) a Park et al. (2024). Kombinaci této
informace s vysledky gravitacni inverze jsme byli schopni ur¢it hodnoty H a R¢:
Re =198-201 km a H =17-20 km podle méteni fyzikalni librace dle Thomas et al.
(2016) a Rc =198-202 km a H =24-27 km podle Park et al. (2024).

Nase vysledky obracené ulohy predikuji ztenceni ledu v okoli jizniho pdlu,
konzistentni s predchozimi publikacemi a pozorovanim gejzirti a aktivni oblasti
tygrich pruhti. Tloustka ledu okolo jizniho pélu se pohybuje v rozsahu 2-12 km
podle toho, z jaké publikace cerpame gravitacni a tvarova data a hodnotu fyzikalni
librace. Data z nejnovéjsiho ¢élanek Park et al. (2024), ktery udava vsechny tii
vyjmenované, predikuji tloustku ledu na jiznim polu okolo 12 km, vyrazné vice
nez predchozi odhady okolo 5 km (Cadek et al., 2019; Helfenstein a Porco, [2015)).
Tloustka ledu na jiznim polu vsak bude déale ovlivnéna koeficienty vyssich stupni,
kterym jsme se v této praci nevénovali.
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A Prilohy

A.1 Sférické harmonické funkce a normalizace
koeficientu

A.1.1 Konvence pouzita v této praci

V této praci je pouzivana nasledujici definice sférickych harmonik:

(27 + DI —

m)! - (cos §)e™?
A7 (j +m)! Pim(cos0) (A1)

Yin(0,6) = (~1)" J

Kde Pj,, znaci piidruzeny Legenderiv polynom dale definovany jako:

Prnle) = (-1)" (1= 2" py(a) (A2)
Pie) = gy (e~ 1 (A3)

Rozvoj néjaké (realné) veliciny A do sférickych koeficient pak definujeme jako:

A(09) = Re (Z 3 ijmmw,so)) _

j=0 m=—j

(] fm mZ] Cim + 15jm) Y (9’80)) (A.4)

j=0 m=—j

Tedy pouzivame komplexni plné normalizované koeficienty.

Diky (anti)symetrii koeficienti v fadu (C;_,, = (—1)"C}, a stejné i pro Sj,,)
tak koeficienty nezapornych radt plné urcuji rozvoj a dale tak pracujeme pouze s
nimi.

A.1.2 Jiné konvence

V jinych pracich, predevsim ve ¢lancich ze kterych budeme cerpat se casto
vyuzivaji jiné konvence nez ta nase. Rozvoj tvaru télesa s respektive potencidlu V'
je typicky definovan nésledovné (nenormované koeficienty):

J =Jmaz M=]

ZO ZO m €os(mp) + S5, sin(mep)) Py (cos 0)
’ (A.5)

M J=Jmaz M=]J a J+1
V(r,0,p) = > > (C;, cos(mp) + S, sin(me)) Pjm(cos ) (r)

j=0 m=0
(A.6)
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Kde a* znaéi referencéni polomér pouzity ve ¢lanku (jeho hodnota se mezi ¢lanky

lig).

Prevod koeficient rozvoje tvaru zpét do nasi konvence pak je:

47

CjO = CjOa 4(2] T 1) <A7)
Sj() - 0 (A8)
e (DT Aw( +m)!
Cim = Cjm 2 "N+ 1[G —m) (4.9)
(—1)m+t An(j +m)!
im =S * Al
Sim = SN @+ 1)) = m) (A.10)
A v pro koeficienty rozvoje potencialu:
GM 4T a*\’
o= — A1l
Cio =G (2 +1) (a) (A1)
Sio =0 (A.12)
(-1)™GM 4r(j +m)! <a*>j“
=C" — Al
Cim = O™ (2 +1)(j—m!) \a (A.13)
o ()™ GM A (5 4+ m)! <a*)j+1
Sim = S 2 ar \(2j+1D(G—m) \a (A.14)
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