
Cvičení 1 – Souřadnicový zápis, úvod 0

Geometrický přístup vs.
• skalár (invariant)
• vektor (tečna ke křivce) 
• forma (gradient funkce)
• tenzor (bilineární zobrazení)

Kartézské souřadnice vs.
• netřeba rozlišovat vektory a formy
• ortonormální bázi lze zkonstruovat i pro 

křivočaré souřadnice, ale bázové vektory 
se potom mění v prostoru

Vazba na diferenciální geometrii (NOFY003)
• zjednodušení (indexy všechny dole)

Složkový zápis
„automatizace“ výpočtu

počítačová implementace

Křivočaré souřadnice



~e®; ® = 1; 2; 3~e®; ® = 1; 2; 3

~e® ¢ ~e¯ = ±®¯~e® ¢ ~e¯ = ±®¯

~e¯ £ ~e° = ²®¯°~e®~e¯ £ ~e° = ²®¯°~e®

e®¯ = ~e® Ð ~e¯e®¯ = ~e® Ð ~e¯

e®¯ ¢ ~e° = (~e® Ð ~e¯) ¢ ~e° = ~e®(~e¯ ¢ ~e°) = ±¯°~e®e®¯ ¢ ~e° = (~e® Ð ~e¯) ¢ ~e° = ~e®(~e¯ ¢ ~e°) = ±¯°~e®

~e° ¢ e®¯ = ~e° ¢ (~e® Ð ~e¯) = (~e° ¢ ~e®)~e¯ = ±®°~e¯~e° ¢ e®¯ = ~e° ¢ (~e® Ð ~e¯) = (~e° ¢ ~e®)~e¯ = ±®°~e¯

~e® ¢ e¯° ¢ ~e± = ~e® ¢ (~e¯ Ð ~e°) ¢ ~e± = (~e® ¢ ~e¯)(~e° ¢ ~e±) = ±®¯±°±~e® ¢ e¯° ¢ ~e± = ~e® ¢ (~e¯ Ð ~e°) ¢ ~e± = (~e® ¢ ~e¯)(~e° ¢ ~e±) = ±®¯±°±

e®¯ ¢ e°± = (~e® Ð ~e¯) ¢ (~e° Ð ~e±) = (~e¯ ¢ ~e°)(~e® Ð ~e±) = ±¯°(~e® Ð ~e±)e®¯ ¢ e°± = (~e® Ð ~e¯) ¢ (~e° Ð ~e±) = (~e¯ ¢ ~e°)(~e® Ð ~e±) = ±¯°(~e® Ð ~e±)

Vektorová ortonormální báze

Tenzorová ortonormální báze

e®¯ : e°± = (~e® Ð ~e¯) : (~e° Ð ~e±) = (~e¯ ¢ ~e°)(~e® ¢ ~e±) = ±¯°±®±e®¯ : e°± = (~e® Ð ~e¯) : (~e° Ð ~e±) = (~e¯ ¢ ~e°)(~e® ¢ ~e±) = ±¯°±®±

²ijk²ijk = 6²ijk²ijk = 6

²ijk²ijl = 2±kl²ijk²ijl = 2±kl

²ijk²imn = ±jm±kn ¡ ±jn±km²ijk²imn = ±jm±kn ¡ ±jn±km

²ijk²lmn = det

0@ ±il ±jl ±kl

±im ±jm ±km

±in ±jn ±kn

1A²ijk²lmn = det

0@ ±il ±jl ±kl

±im ±jm ±km

±in ±jn ±kn

1A
vektorový součin (pravotočivá báze)

vektorová báze

skalární součin

tenzorová báze

Vztah Levi-Civitova symbolu ke Kroneckerovu delta

Cvičení 1 - Vektory a tenzory v E3 1



~v = v1~e1 + v2~e2 + v3~e3 = vk~ek~v = v1~e1 + v2~e2 + v3~e3 = vk~ek

~v ¢ ~u = (vi~ei) ¢ (uk~ek) = viuk(~ei ¢ ~ek) = vkuk~v ¢ ~u = (vi~ei) ¢ (uk~ek) = viuk(~ei ¢ ~ek) = vkuk

~v Ð ~u = (vi~ei)Ð (uj~ej) = viuj(~ei Ð ~ej) =

= viujeij =

0@ v1u1 v1u2 v1u3

v2u1 v2u2 v2u3

v3u1 v3u2 v3u3

1A
~v Ð ~u = (vi~ei)Ð (uj~ej) = viuj(~ei Ð ~ej) =

= viujeij =

0@ v1u1 v1u2 v1u3

v2u1 v2u2 v2u3

v3u1 v3u2 v3u3

1A

~v =

0@ v1

v2

v3

1A = (matice)3£1~v =

0@ v1

v2

v3

1A = (matice)3£1 ~vT = (v1 v2 v3) = (matice)1£3~vT = (v1 v2 v3) = (matice)1£3

~v ¢ ~u = ~vT ~u = (v1 v2 v3)

0@ u1

u2

u3

1A = (matice v)1£3 (matice u)3£1

= matice1£1 = skal¶ar = v1u1 + v2u2 + v3u3

~v ¢ ~u = ~vT ~u = (v1 v2 v3)

0@ u1

u2

u3

1A = (matice v)1£3 (matice u)3£1

= matice1£1 = skal¶ar = v1u1 + v2u2 + v3u3

~v Ð ~u = ~v~uT =

0@ v1

v2

v3

1A (u1 u2 u3) = (matice v)3£1 (matice u)1£3

= matice3£3 =

0@ v1u1 v1u2 v1u3

v2u1 v2u2 v2u3

v3u1 v3u2 v3u3

1A
~v Ð ~u = ~v~uT =

0@ v1

v2

v3

1A (u1 u2 u3) = (matice v)3£1 (matice u)1£3

= matice3£3 =

0@ v1u1 v1u2 v1u3

v2u1 v2u2 v2u3

v3u1 v3u2 v3u3

1A

~v £ ~u = det

0@ ~e1 ~e2 ~e3

v1 v2 v3

u1 u2 u3

1A =

0@ 0 ¡v3 v2

v3 0 ¡v1

¡v2 v1 0

1A0@ u1

u2

u3

1A~v £ ~u = det

0@ ~e1 ~e2 ~e3

v1 v2 v3

u1 u2 u3

1A =

0@ 0 ¡v3 v2

v3 0 ¡v1

¡v2 v1 0

1A0@ u1

u2

u3

1A~v £ ~u = ²ijk~eivjuk = (v2u3¡v3u2)~e1

+(v3u1¡v1u3)~e2 + (v1u2¡v2u1)~e3

~v £ ~u = ²ijk~eivjuk = (v2u3¡v3u2)~e1

+(v3u1¡v1u3)~e2 + (v1u2¡v2u1)~e3

Skalární součin

Vektorový součin

Dyadický součin

… a převod na maticové násobení:Vektory a vektorové operace
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T = Tijeij = Tij(~ei Ð ~ej) =

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1AT = Tijeij = Tij(~ei Ð ~ej) =

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1A
TT = Tij(eij)

T = Tijeji = Tij(~ej Ð ~ei) = Tji(~ei Ð ~ej) =

0@ T11 T21 T31

T12 T22 T32

T13 T23 T33

1ATT = Tij(eij)
T = Tijeji = Tij(~ej Ð ~ei) = Tji(~ei Ð ~ej) =

0@ T11 T21 T31

T12 T22 T32

T13 T23 T33

1A
tr T = Tkk = T11 + T22 + T33tr T = Tkk = T11 + T22 + T33

det T = ²ijkT1iT2jT3k =
1

3!
²KLM²klmTkKTlLTmM = det

0@ T11 T21 T31

T12 T22 T32

T13 T23 T33

1Adet T = ²ijkT1iT2jT3k =
1

3!
²KLM²klmTkKTlLTmM = det

0@ T11 T21 T31

T12 T22 T32

T13 T23 T33

1A
Transponovaný tenzor:

Stopa tenzoru (skalár):

Determinant:

Inverzní matice: T¡1 ¢T = T ¢T¡1 = I ; (T¡1)ij =
dopln∙ek Tji

detT
(pouze je¡li detT 6= 0)T¡1 ¢T = T ¢T¡1 = I ; (T¡1)ij =

dopln∙ek Tji

detT
(pouze je¡li detT 6= 0)

Identická matice: I = ±ijeij = ±ij(~ei Ð ~ej) =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1AI = ±ijeij = ±ij(~ei Ð ~ej) =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A

Symetrická matice:

Antisymetrická matice:

Rozklad tenzoru na symetrickou a antisymetrickou část:

Rozklad tenzoru na izotropní část a deviátor:

Rozklad tenzoru na izotropní část, antisymetrickou část a symetrickou bezestopou část:

T = TTT = TT

T = 1
2(T + TT ) + 1

2 (T¡TT )T = 1
2(T + TT ) + 1

2 (T¡TT )

T = 1
3(tr T)I + [T¡ 1

3(tr T)I] =
©

1
3Tkk±ij + [Tij ¡ 1

3Tkk±ij]
ª
eijT = 1

3(tr T)I + [T¡ 1
3(tr T)I] =

©
1
3Tkk±ij + [Tij ¡ 1

3Tkk±ij]
ª
eij

T =

0@¡p 0 0
0 ¡p 0
0 0 ¡p

1A +

0@ T11 + p T12 T13

T21 T22 + p T23

T31 T32 T33 + p

1A ; kde p = ¡1
3TkkT =

0@¡p 0 0
0 ¡p 0
0 0 ¡p

1A +

0@ T11 + p T12 T13

T21 T22 + p T23

T31 T32 T33 + p

1A ; kde p = ¡1
3Tkk

T = 1
3 (tr T)I + 1

2(T¡TT ) + 1
2 [T + TT ¡ 2

3 (tr T)I]T = 1
3 (tr T)I + 1

2(T¡TT ) + 1
2 [T + TT ¡ 2

3 (tr T)I]

Ortogonální matice: Q ¢QT = QT ¢Q = I ()QT =Q¡1 a jdetQj = 1; detQ = 1! rotace; detQ =¡1! zrcadlen¶³)Q ¢QT = QT ¢Q = I ()QT =Q¡1 a jdetQj = 1; detQ = 1! rotace; detQ =¡1! zrcadlen¶³)

T = ¡TT (je z∙rejm¶e; ∙ze tr T = 0)T = ¡TT (je z∙rejm¶e; ∙ze tr T = 0)

Tenzory 3



T ¢ ~v = [Tij(~ei Ð ~ej)] ¢ (vk~ek) = Tijvk[(~ei Ð ~ej) ¢ ~ek] = Tijvk±jk~ei = Tijvj~ei =

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1A0@ v1

v2

v3

1AT ¢ ~v = [Tij(~ei Ð ~ej)] ¢ (vk~ek) = Tijvk[(~ei Ð ~ej) ¢ ~ek] = Tijvk±jk~ei = Tijvj~ei =

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1A0@ v1

v2

v3

1A
~v ¢T = (vk~ek)¢[Tij(~ei Ð ~ej)] = Tijvk[~ek ¢ (~ei Ð ~ej)] = Tijvk±ki~ej = Tijvi~ej = Tjivj~ei = (v1 v2 v3)

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1A~v ¢T = (vk~ek)¢[Tij(~ei Ð ~ej)] = Tijvk[~ek ¢ (~ei Ð ~ej)] = Tijvk±ki~ej = Tijvi~ej = Tjivj~ei = (v1 v2 v3)

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1A
~v ¢T ¢ ~u = (vk~ek) ¢ [Tij(~ei Ð ~ej)] ¢ (vl~el) = Tijvkul[~ek ¢ (~ei Ð ~ej) ¢ ~el] = Tijvkul±ki±jl = Tijviuj =~v ¢T ¢ ~u = (vk~ek) ¢ [Tij(~ei Ð ~ej)] ¢ (vl~el) = Tijvkul[~ek ¢ (~ei Ð ~ej) ¢ ~el] = Tijvkul±ki±jl = Tijviuj =

= (v1 v2 v3)

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1A 0@ u1

u2

u3

1A= (v1 v2 v3)

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1A 0@ u1

u2

u3

1A
3£33£3 3£13£1

1£31£3

1£31£3

T ¢ S = [Tij(~ei Ð ~ej)] ¢ [Skl(~ek Ð ~el)] = TijSkl[(~ei Ð ~ej)¢(~ek Ð ~el)] = TijSkl±jk(~ei Ð ~el) = TijSjl(~ei Ð ~el) =T ¢ S = [Tij(~ei Ð ~ej)] ¢ [Skl(~ek Ð ~el)] = TijSkl[(~ei Ð ~ej)¢(~ek Ð ~el)] = TijSkl±jk(~ei Ð ~el) = TijSjl(~ei Ð ~el) =

= TijSjleil =

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1A 0@ S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33

1A= TijSjleil =

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1A 0@ S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33

1A

T : S = [Tij(~ei Ð ~ej)] : [Skl(~ek Ð ~el)] = TijSkl[(~ei Ð ~ej) : (~ek Ð ~el)] = TijSkl±jk±il = TijSjiT : S = [Tij(~ei Ð ~ej)] : [Skl(~ek Ð ~el)] = TijSkl[(~ei Ð ~ej) : (~ek Ð ~el)] = TijSkl±jk±il = TijSji

Násobení tenzorů a vektorů

3£33£3 3£13£1

3£33£3

3£33£3 3£33£3
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T ¢ ~v = ~v ¢TTT ¢ ~v = ~v ¢TT

I ¢ ~v = ~v ¢ I = ~vI ¢ ~v = ~v ¢ I = ~v

~v ¢ I ¢ ~v = v2~v ¢ I ¢ ~v = v2

(~v Ð ~u) ¢ ~w = ~v(~u ¢ ~w)(~v Ð ~u) ¢ ~w = ~v(~u ¢ ~w)

~v ¢ (~uÐ ~w) = (~v ¢ ~u)~w~v ¢ (~uÐ ~w) = (~v ¢ ~u)~w

T ¢ (Á~v) = Á(T ¢ ~v)T ¢ (Á~v) = Á(T ¢ ~v)

A ¢ (B ¢C) = (A ¢B) ¢CA ¢ (B ¢C) = (A ¢B) ¢C
(A ¢B) ¢ (C ¢D) = A ¢ (B ¢C) ¢D(A ¢B) ¢ (C ¢D) = A ¢ (B ¢C) ¢D

(A ¢B)T = BT ¢AT(A ¢B)T = BT ¢AT

(A ¢B)¡1 = B¡1 ¢A¡1(A ¢B)¡1 = B¡1 ¢A¡1

(T¡1)T = (TT )¡1 =: T¡T(T¡1)T = (TT )¡1 =: T¡T

T ¢ I = I ¢T = TT ¢ I = I ¢T = T

(~v Ð ~u) ¢ (~w Ð ~x) = (~u ¢ ~w)(~v Ð ~x)(~v Ð ~u) ¢ (~w Ð ~x) = (~u ¢ ~w)(~v Ð ~x)

A ¢ (ÁB) = Á(A ¢B)A ¢ (ÁB) = Á(A ¢B)

(AT ¢BT )T = B ¢A(AT ¢BT )T = B ¢A

~v ¢ (A ¢B) = (~v ¢A) ¢B~v ¢ (A ¢B) = (~v ¢A) ¢B

~a£ (~b£ ~c) +~b£ (~c£ ~a) + ~c£ (~a£~b) = 0~a£ (~b£ ~c) +~b£ (~c£ ~a) + ~c£ (~a£~b) = 0

(~a£~b) + (~c£ ~d) = (~a¡ ~c)£ (~b¡ ~d) + ~a£ ~d + ~c£~b(~a£~b) + (~c£ ~d) = (~a¡ ~c)£ (~b¡ ~d) + ~a£ ~d + ~c£~b

(T ¢ ~a)£ (T ¢~b) = (detT)T¡T ¢ (~a£~b)(T ¢ ~a)£ (T ¢~b) = (detT)T¡T ¢ (~a£~b)

~a ¢ (~b£ ~c) = ~b ¢ (~c£ ~a) = ~c ¢ (~a£~b)~a ¢ (~b£ ~c) = ~b ¢ (~c£ ~a) = ~c ¢ (~a£~b)

~a£ (~b£ ~c) = ~b(~a ¢ ~c)¡ ~c(~a ¢~b)~a£ (~b£ ~c) = ~b(~a ¢ ~c)¡ ~c(~a ¢~b)
(~a£~b)£ (~a£ ~c) = [~a ¢ (~b£ ~c)]~a(~a£~b)£ (~a£ ~c) = [~a ¢ (~b£ ~c)]~a

j~a£~bj2 = a2b2 ¡ (~a ¢~b)2j~a£~bj2 = a2b2 ¡ (~a ¢~b)2

(~a£~b) ¢ (~c£ ~d) = (~a ¢ ~c)(~b ¢ ~d)¡ (~a ¢ ~d)(~b ¢ ~c)(~a£~b) ¢ (~c£ ~d) = (~a ¢ ~c)(~b ¢ ~d)¡ (~a ¢ ~d)(~b ¢ ~c)

det(ÁT) = Á3 detT pro T3£3det(ÁT) = Á3 detT pro T3£3

det(A ¢B) = detAdetBdet(A ¢B) = detAdetB

det I = 1det I = 1

det(AT ) = detAdet(AT ) = detA

det(A¡1) = (detA)¡1det(A¡1) = (detA)¡1

~u ¢T ¢ ~v = T : (~v Ð ~u)~u ¢T ¢ ~v = T : (~v Ð ~u)

A : (B ¢C) = (A ¢B) : C = (C ¢A) : BA : (B ¢C) = (A ¢B) : C = (C ¢A) : B

tr(A ¢B) = tr(B ¢A)tr(A ¢B) = tr(B ¢A)

A ¢AT = (A ¢AT )T ; tj: matice A ¢AT je symetrick¶aA ¢AT = (A ¢AT )T ; tj: matice A ¢AT je symetrick¶a

A;B jsou symetrick¶e , A ¢B = (B ¢A)TA;B jsou symetrick¶e , A ¢B = (B ¢A)T

P;Q jsou ortogon¶aln¶³ ) P ¢Q je rovn∙e∙z ortogon¶aln¶³P;Q jsou ortogon¶aln¶³ ) P ¢Q je rovn∙e∙z ortogon¶aln¶³

Jacobi 

Lagrange

Binet-Cauchy 

Důležité vztahy a tvrzení: 5

přehazování závorek
∙ vs x 



Příklad: Ukažte, že 

A : (B ¢C) = Aij(~ei Ð ~ej) : [Bkl(~ek Ð ~el) ¢ Cmn(~em Ð ~en)] =A : (B ¢C) = Aij(~ei Ð ~ej) : [Bkl(~ek Ð ~el) ¢ Cmn(~em Ð ~en)] =

A : (B ¢C) = (A ¢B) : CA : (B ¢C) = (A ¢B) : C

= AijBklCmn(~ei Ð ~ej) : (±lm~ek Ð ~en) == AijBklCmn(~ei Ð ~ej) : (±lm~ek Ð ~en) =

= AijBklCmn±lm(~ei Ð ~ej) : (~ek Ð ~en) == AijBklCmn±lm(~ei Ð ~ej) : (~ek Ð ~en) =

= AijBklCmn(~ei Ð ~ej) : [(~ek Ð ~el) ¢ (~emÐ ~en)] == AijBklCmn(~ei Ð ~ej) : [(~ek Ð ~el) ¢ (~emÐ ~en)] =

= (A ¢B) : C= (A ¢B) : C

= AijBklCmn±lm±jk±in = AijBjlCli = (A ¢B)ilCli == AijBklCmn±lm±jk±in = AijBjlCli = (A ¢B)ilCli =

Nebo ve zkrácené notaci:

A : (B ¢C) = Aij(B ¢C)ji = Aij(BjkCki) = (AijBjk)Cki =A : (B ¢C) = Aij(B ¢C)ji = Aij(BjkCki) = (AijBjk)Cki =

= (A ¢B)ikCki = (A ¢B) : C= (A ¢B)ikCki = (A ¢B) : C

6



Příklad: Ukažte, že                                            . 
Ve zkrácené notaci:

(~a £~b)2 = a2b2 ¡ (~a ¢~b)2(~a £~b)2 = a2b2 ¡ (~a ¢~b)2

(~a£~b)2 = (~a£~b)i(~a£~b)i = (²ijkajbk)(²imnambn) = ajbkambn²ijk²imn =(~a£~b)2 = (~a£~b)i(~a£~b)i = (²ijkajbk)(²imnambn) = ajbkambn²ijk²imn =

= ajbkajbk ¡ ajbkakbj = (ajaj)(bkbk)¡ (ajbj)(akbk) == ajbkajbk ¡ ajbkakbj = (ajaj)(bkbk)¡ (ajbj)(akbk) =

= ajbkambn(±jm±kn¡±jn±km) = ajbkambn±jm±kn¡ajbkambn±jn±km == ajbkambn(±jm±kn¡±jn±km) = ajbkambn±jm±kn¡ajbkambn±jn±km =

= (~a ¢ ~a)(~b ¢~b)¡ (~a ¢~b)(~a ¢~b) = a2b2 ¡ (~a ¢~b)2= (~a ¢ ~a)(~b ¢~b)¡ (~a ¢~b)(~a ¢~b) = a2b2 ¡ (~a ¢~b)2

(aB) ¢ (CT ¢A ¢M)T = C(aB) ¢ (CT ¢A ¢M)T = CAAPříklad: Vyjádřete matici     , pokud platí                                              . 

(aB) ¢ (CT ¢ A ¢ M)T = C(aB) ¢ (CT ¢ A ¢ M)T = C

(CT ¢ A ¢ M)T = a¡1B¡1 ¢ C(CT ¢ A ¢ M)T = a¡1B¡1 ¢ C

CT ¢ A ¢ M = a¡1(B¡1 ¢ C)T = a¡1CT ¢ B¡TCT ¢ A ¢ M = a¡1(B¡1 ¢ C)T = a¡1CT ¢ B¡T

A ¢ M = a¡1B¡TA ¢ M = a¡1B¡T

A = a¡1B¡T ¢ M¡1A = a¡1B¡T ¢ M¡1

(aB) ¢ (CT ¢ A ¢ M)T = (aB) ¢ (CT ¢ (a¡1B¡T ¢ M¡1) ¢ M)T = B ¢ (CT ¢ (B¡T ¢ M¡1) ¢ M)T =(aB) ¢ (CT ¢ A ¢ M)T = (aB) ¢ (CT ¢ (a¡1B¡T ¢ M¡1) ¢ M)T = B ¢ (CT ¢ (B¡T ¢ M¡1) ¢ M)T =

= B ¢ ((CT ¢ B¡T ) ¢ (M¡1 ¢ M))T = B ¢ (CT ¢ B¡T )T = B ¢ (B¡1 ¢ C) = (B ¢ B¡1) ¢ C = C= B ¢ ((CT ¢ B¡T ) ¢ (M¡1 ¢ M))T = B ¢ (CT ¢ B¡T )T = B ¢ (B¡1 ¢ C) = (B ¢ B¡1) ¢ C = C

Zkouška:
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Důležitá tvrzení:

A ¢ ~p = ¸~p ::: ¸ ; ~p ozna∙cujeme jako vlastn¶³ ∙c¶³sla resp: vektory matice AA ¢ ~p = ¸~p ::: ¸ ; ~p ozna∙cujeme jako vlastn¶³ ∙c¶³sla resp: vektory matice A

A ¢ ~p ¡ ¸~p = (A ¡ ¸I) ¢ ~p = 0A ¢ ~p ¡ ¸~p = (A ¡ ¸I) ¢ ~p = 0

netrivi¶aln¶³ ∙re∙sen¶³ , det(A ¡ ¸I) = 0netrivi¶aln¶³ ∙re∙sen¶³ , det(A ¡ ¸I) = 0

charakteristická
matice charakteristická

rovnice

¡¸3 + EI¸
2 + EII¸ + EIII = 0 ::: charakteristick¶y polynom¡¸3 + EI¸
2 + EII¸ + EIII = 0 ::: charakteristick¶y polynom

EI ; EII ; EIII ::: invarianty matice AEI ; EII ; EIII ::: invarianty matice A

A = Q ¢ J ¢QTA = Q ¢ J ¢QT

Q = (~p1 j ~p2 j ~p3)Q = (~p1 j ~p2 j ~p3)

2. Je-li symetrická a reálná, pak její vlastní čísla jsou reálná. Je-li  navíc pozitivně definitní, pak jsou vlastní čísla kladná.

1. Podobné matice mají stejný charakteristický polynom, a tedy stejná vlastní čísla.

3. Nechť je symetrická a reálná. Pak existuje taková ortogonální matice , že matice                    je diagonální a reálná. 
je Jordanův kanonický tvar matice A:

QQ

J = QT ¢A¢QJ = QT ¢A¢Q
QT¢A¢QQT¢A¢Q

… diagonální matice tvořená vlastními čísly

… ortogonální  matice tvořená vlastními vektory

Matici A, její determinant a odmocninu (pokud je A pozitivně definitní) lze pak vyjádřit jako:

detA = detJdetA = detJ
p

A = Q ¢
p

J ¢QT
p

A = Q ¢
p

J ¢QT

QT ¢A¢QQT ¢A¢Q

Vlastní čísla a vektory matice

označujeme jako vlastní čísla resp. vektory matice

netriviální řešení

charakteristický polynom

…invarianty matice

AAAA
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r = ~ek
@

@xk
r = ~ek

@

@xk

grad a ´ ra = ~ek
@a

@xk
= a;k~ekgrad a ´ ra = ~ek

@a

@xk
= a;k~ek

grad ~v ´ rÐ ~v = ~ek
@

@xk
Ð (vl~el) =

@vl

@xk
(~ek Ð ~el) =

@vl

@xk
ekl = vl;kekl =

0BB@
@v1

@x1

@v2

@x1

@v3

@x1

@v1

@x2

@v2

@x2

@v3

@x2

@v1

@x3

@v2

@x3

@v3

@x3

1CCAgrad ~v ´ rÐ ~v = ~ek
@

@xk
Ð (vl~el) =

@vl

@xk
(~ek Ð ~el) =

@vl

@xk
ekl = vl;kekl =

0BB@
@v1

@x1

@v2

@x1

@v3

@x1

@v1

@x2

@v2

@x2

@v3

@x2

@v1

@x3

@v2

@x3

@v3

@x3

1CCA

(grad ~v)T =
@vl

@xk

(~ek Ð ~el)
T =

@vl

@xk

(~el Ð ~ek) =
@vl

@xk

elk =
@vk

@xl

ekl = vk;lekl =

0BB@
@v1

@x1

@v1

@x2

@v1

@x3

@v2

@x1

@v2

@x2

@v2

@x3

@v3

@x1

@v3

@x2

@v3

@x3

1CCA(grad ~v)T =
@vl

@xk

(~ek Ð ~el)
T =

@vl

@xk

(~el Ð ~ek) =
@vl

@xk

elk =
@vk

@xl

ekl = vk;lekl =

0BB@
@v1

@x1

@v1

@x2

@v1

@x3

@v2

@x1

@v2

@x2

@v2

@x3

@v3

@x1

@v3

@x2

@v3

@x3

1CCA
div ~v ´ r ¢ ~v = ~ek

@

@xk
¢ (vl~el) =

@vl

@xk
(~ek ¢ ~el) =

@vl

@xk
±kl =

@vk

@xk
= vk;kdiv ~v ´ r ¢ ~v = ~ek

@

@xk
¢ (vl~el) =

@vl

@xk
(~ek ¢ ~el) =

@vl

@xk
±kl =

@vk

@xk
= vk;k

div T ´ r ¢T = ~ek
@

@xk
¢ [Tlm(el Ð~em)] =

@Tlm

@xk
[~ek ¢ (~el Ð~em)] =

@Tlm

@xk
±kl~em =

@Tlm

@xl
~em = Tlm;l~emdiv T ´ r ¢T = ~ek

@

@xk
¢ [Tlm(el Ð~em)] =

@Tlm

@xk
[~ek ¢ (~el Ð~em)] =

@Tlm

@xk
±kl~em =

@Tlm

@xl
~em = Tlm;l~em

= ( @
@x1

@
@x2

@
@x3

)

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1A= ( @
@x1

@
@x2

@
@x3

)

0@ T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

1A
3£33£3

1£31£3

Diferenciální operátor nabla: 
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r(ab) = arb + brar(ab) = arb + bra

r¢(a~v) = ar¢~v + ~v ¢rar¢(a~v) = ar¢~v + ~v ¢ra

r£(a~v) = ar£~v +ra£~vr£(a~v) = ar£~v +ra£~v

r(~u¢~v) = r~u ¢ ~v +r~v ¢ ~ur(~u¢~v) = r~u ¢ ~v +r~v ¢ ~u
r¢(~u£~v) = ~v ¢r£~u¡ ~u¢r£~vr¢(~u£~v) = ~v ¢r£~u¡ ~u¢r£~v

r£(~u£~v) = ~v¢r~u¡ ~u¢r~v + ~u r¢~v ¡ ~v r¢~ur£(~u£~v) = ~v¢r~u¡ ~u¢r~v + ~u r¢~v ¡ ~v r¢~u
~u£(r£~v) = r~v ¢ ~u¡ ~u ¢ r~v~u£(r£~v) = r~v ¢ ~u¡ ~u ¢ r~v

r£(ra) = 0r£(ra) = 0

r¢(r£~v) = 0r¢(r£~v) = 0

r(r¢~v) = r¢[(r~v)T ]r(r¢~v) = r¢[(r~v)T ]

r¢(r~v) = r(r¢~v)¡r£(r£~v)r¢(r~v) = r(r¢~v)¡r£(r£~v)

r(a~v) = ar~v +raÐ~vr(a~v) = ar~v +raÐ~v

r¢(aT) = ar¢T +ra¢Tr¢(aT) = ar¢T +ra¢T

r¢(~uÐ ~v) = ~v r¢~u + ~u¢r~vr¢(~uÐ ~v) = ~v r¢~u + ~u¢r~v

K odvození potřebujeme vztahy pro operace s vektory a tenzory a  pravidla pro derivování funkcí.

Příklad:

r¢(aT) = (~ek
@

@xk

)¢[a Tlm(~elÐ~em)] = [
@

@xk

(a Tlm)] [~ek¢(~elÐ~em)] = [Tlm
@a

@xk

+a
@Tlm

@xk

] [~ek¢(~elÐ~em)] = [Tlm
@a

@xk

+a
@Tlm

@xk

]±kl~em =r¢(aT) = (~ek
@

@xk

)¢[a Tlm(~elÐ~em)] = [
@

@xk

(a Tlm)] [~ek¢(~elÐ~em)] = [Tlm
@a

@xk

+a
@Tlm

@xk

] [~ek¢(~elÐ~em)] = [Tlm
@a

@xk

+a
@Tlm

@xk

]±kl~em =

= [Tlm
@a

@xl

+ a
@Tlm

@xl

]~em =
@a

@xl

Tlm~em + a
@Tlm

@xl

~em = ra ¢T + ar¢T= [Tlm
@a

@xl

+ a
@Tlm

@xl

]~em =
@a

@xl

Tlm~em + a
@Tlm

@xl

~em = ra ¢T + ar¢T

rr aTaT oddělíme derivování 
a vektorové operace 

derivace
součinu 

provedeme
vektorové
operace 

ra ¢Tra ¢T ar ¢Tar ¢T

Diferenciální operátor nabla – užitečné identity: 
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r(a~v) = ar~v +raÐ~vr(a~v) = ar~v +raÐ~vPříklad: Ukažte, že                                         . 

r(a~v) = ~ei
@

@xi
Ð (avj~ej) =

@(avj)

@xi
(~ei Ð ~ej) =

@a

@xi
vj(~ei Ð ~ej) + a

@vj

@xi
(~ei Ð ~ej) =r(a~v) = ~ei

@

@xi
Ð (avj~ej) =

@(avj)

@xi
(~ei Ð ~ej) =

@a

@xi
vj(~ei Ð ~ej) + a

@vj

@xi
(~ei Ð ~ej) =

=

μ
@a

@xi

~ei

¶
Ð (vj~ej) + a~ei

@

@xi

Ð (vj~ej) = raÐ ~v + ar~v :=

μ
@a

@xi

~ei

¶
Ð (vj~ej) + a~ei

@

@xi

Ð (vj~ej) = raÐ ~v + ar~v :

Ve zkrácené notaci:

[r(a~v)]ij =
@

@xi

(avj) =
@a

@xi

vj+a
@vj

@xi

= (ra)ivj+a(r~v)ij = (raÐ ~v)ij +ar(~v)ij[r(a~v)]ij =
@

@xi

(avj) =
@a

@xi

vj+a
@vj

@xi

= (ra)ivj+a(r~v)ij = (raÐ ~v)ij +ar(~v)ij

Příklad: Ukažte, že                                                  . ~u£(r£~v) = r~v ¢ ~u¡ ~u ¢ r~v~u£(r£~v) = r~v ¢ ~u¡ ~u ¢ r~v

[~u£(r£~v)]i = ²ijk uj(r£ ~v)k = ²ijk uj

μ
²klm

@vm

@xl

¶
= ²ijk²klm uj

@vm

@xl
=[~u£(r£~v)]i = ²ijk uj(r£ ~v)k = ²ijk uj

μ
²klm

@vm

@xl

¶
= ²ijk²klm uj

@vm

@xl
=

= ²kij²klm uj
@vm

@xl
= (±il±jm ¡ ±im±jl)uj

@vm

@xl
= uj

@vj

@xi
¡ uj

@vi

@xj
== ²kij²klm uj

@vm

@xl
= (±il±jm ¡ ±im±jl)uj

@vm

@xl
= uj

@vj

@xi
¡ uj

@vi

@xj
=

= [r~v ¢ ~u]i ¡ [~u ¢ r~v]i= [r~v ¢ ~u]i ¡ [~u ¢ r~v]i Nezapomeňte, že při aplikaci Kroneckerovy delty musíte podržet index i.
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Příklad: Ukažte, že                                         . r(r¢~v) = r¢[(r~v)T ]r(r¢~v) = r¢[(r~v)T ]

[r(r¢~v)]i =
@

@xi

@vj

@xj
=

@

@xj

@vj

@xi
=

@

@xj
(r~v)ij =

@

@xj
(r~v)T

ji = [r ¢ (r~v)T ]i[r(r¢~v)]i =
@

@xi

@vj

@xj
=

@

@xj

@vj

@xi
=

@

@xj
(r~v)ij =

@

@xj
(r~v)T

ji = [r ¢ (r~v)T ]i

Příklad: Vyjádřete bez použití vektorového součinu. r£r£ ~vr£r£ ~v

[r£r£ ~v ]i = ²ijk
@

@xj
(r£ ~v)k = ²ijk

@

@xj

μ
²klm

@vm

@xl

¶
=[r£r£ ~v ]i = ²ijk

@

@xj
(r£ ~v)k = ²ijk

@

@xj

μ
²klm

@vm

@xl

¶
=

= ²ijk²klm
@

@xj

@vm

@xl
= ²kij²klm

@

@xj

@vm

@xl
= (±il±jm ¡ ±im±jl)

@

@xj

@vm

@xl
== ²ijk²klm

@

@xj

@vm

@xl
= ²kij²klm

@

@xj

@vm

@xl
= (±il±jm ¡ ±im±jl)

@

@xj

@vm

@xl
=

=
@

@xj

@vj

@xi
¡ @

@xj

@vi

@xj
=

@

@xi

@vj

@xj
¡ @

@xj

@vi

@xj
==

@

@xj

@vj

@xi
¡ @

@xj

@vi

@xj
=

@

@xi

@vj

@xj
¡ @

@xj

@vi

@xj
=

=
@

@xi
(r ¢ ~v)¡ @

@xj
(r~v)ji = [rr ¢ ~v ]i ¡ [r ¢ r~v ]i=

@

@xi
(r ¢ ~v)¡ @

@xj
(r~v)ji = [rr ¢ ~v ]i ¡ [r ¢ r~v ]i

r£r£ ~v = rr ¢ ~v ¡r ¢ r~vr£r£ ~v = rr ¢ ~v ¡r ¢ r~v


