Priklad: rohové teCeni (corner flow) — 1. eulerovsky popis

Specialni pfipad tzv. potencialového te€eni (potential flow),
kdy Ize rychlost vyjadfit pomoci skalarniho potencialu:

n=2
\ 7=Vo

V ptipadé rohového tedenije ¢ = Ar™ cosnf (v polarnich soufadnicich).

Zvolme n = 2, A =, a vyjadifeme rychlosti v soufadnicich X1y X9, X3

V1 =1, U= —X3, v3=20
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Zrychleni v eulerovském popisu je dano vztahem a(Z,t) = — + U - gradv
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Zrychleni jsme spocetli bez znalosti trajektorie, tj. bez znalosti funkce 7 = )Z(X, t).
Trebaze je proudéni stacionarni, zrychleni Castice je nenulove.




Priklad: rohové teCeni (corner flow) — 2. lagrangeovsky popis (1)
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V nasem pfipadé v1 = Ty,

Pro jednoduchost vynechame oznaceni proudnice, tj. T
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V1 =21, U= —Ty, U3=0

V pfipadé lagrangeovského popisu musime nejprve vyjadfrit trajektorii,
tj. urcit funkci: . L, =
T =x(X,1)

Trajektorie Castice (pathline) je definovana predpisem

dx? p . P 7
=dt, z; 0)=X;, i=1,23 — & = f(X,?)
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Vo = —T9g.

=

= 1 — C’let, T — Cge_t

Konstantu ur€ime z poCatecni podminky
LEl(tZO) :Xl = 01 :Xl, LEQ(t:O) :X2 = O2ZX2

r1 = Xlet, Ty = XQG_

t




Priklad: rohové teCeni (corner flow) — 2. lagrangeovsky popis (2)

Vyjadreni deformace v lagrangeovském popisu:
\ T = )Z(X,t) DX = Xlet, Ty = Xge_t, T3 = X3
_ N ox
Rychlost v lagrangeovském popisu: V(X,t) = N
ox
SloZzkové: Vi= udad Xt =21 =y
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ox
X4 ‘é—a—;_—Xge = —T9 = V9
8&73
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Zrychleni v | ké isu: 0" t
rychleni v lagrangeovském popisu: A = 572 =Xe'=z,=a
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Tenzor gradientu rychlosti

1(Z,t) == grad’ 0(&,t), lu(T,t) = —
8175
F=1I[F
Aplikace na rohové teCeni
U(Z,t) = (21, =12, 0)
1 0 O
= 4\ . T=0= 1\ _ -
(% t) :=grad"v(Z,t) = 0 —1 O (X, 1)
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I = etXl + 0X2 + OX3
T9 = OX1 —l—e_tX2—|— 0X3
T3 = 0X1 + 0X2 + 1X3




Trajektorie (pathlines) a proudnice (streamlines)

Trajektorie
dzr?

Proudnice

d?° x =0 — = =

Obecna definice: Proudnice je trajektorie za pfedpokladu, Ze je okamzity stav proudéni chapan
jako stacionarni proudéni:

—»S —
dz LG\ oS ds

— = (@), #500)=X nebo také d—:ﬁ’(:?), o = X,
T

kde 7 je parametr oznaCovany také jako nepravy ¢as (pseudotime). Jelikoz vektory ds'a ¢/ jsou tecné,
musi platit, Ze

ds v ds

—=—- — dr=— — 7 je tedy Cas pohybu Castice ve stacionarnim pfipadé
ds v v

Proudnici pak dostaneme feSenim nasledujicich rovnic

dSi =

—dr, s;(0)=2X;, i=1,23 — §=f(X,1)
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Trajektorie (pathlines) a proudnice (streamlines)

Shrnuti:

—
—

Trajektorie zachycuje pohyb zvolené &astice v 8ase. Je dana zobrazenim 77 (¢) = (X, t)g_xr
nebo mlze byt spoctena integrovanim rychlosti.

Proudnice umozniuji pro pevné zadany Casovy okamzik reprezentovat rychlostni pole pomoci
kfivek, které jsou v kazdém bodé te¢né k vektoru rychlosti.

Proudnice je totozna s trajektorii pouze v pfipadé stacionarniho proudéni.

Priklad: Pro nasledujici pole rychlosti spoc¢téte proudnice a trajektorie a ukazte, Ze nejsou totozné.

711:]{?1, ’ngkgt, vy = 0, kde kl,k2>0

Reseni
Proudnice: p J J g .
1 T 1 T2 ot -
V1 (%) - ]{71 kgt - kl Tt ( ) prim<y
Trajektorie: t t r1 — X4
xl(t) = $1(0)+/’Uldt/ == X1‘|‘/k1dt/ == Xl + klt, odtud t = L
0 0 1
g g 1 1 ky
ZBQ(f) = $2(0)+/U2dt/ = X2+/k2t/dt/ = X2 + §]€2t2, tJ Tro = X2 + Eﬁ(xl — X1)2
0 0 1 T

paraboly




Proudova funkce (stream function)

K popisu proudéni nestlacitelné kapaliny ve 2d geometrii se ¢asto pouziva tzv. proudova funkce
definovana nasledovné:

v o
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coz Ize také vyjadiitjako 7=V x ¢, kde ¥ = (vs,v,,0) a ¥ = (0,0,1).

Zjevneé plati, Ze takto definovana rychlost ma nulovou divergenci:

0 (‘w) P (_a¢) P Py

V.U:v.(vxw)__(ﬁ_y oy \ Oz _8x8y_8y0x_0

- Oz

Funkce (x1,22) = C jsou proudnice.

Dukaz:
Pokud by ¥ = C byla proudnice, musi platit v- V¢ =0.
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v.vw:(ﬁ_y’_% 0r' dy) Oyodr Odxdy




Cvi€eni 5-6: Kinematika, napéti a zakony zachovani

Priklad 1: Pole rychlosti ma slozky; = —x1, vy = 4:13%:1:3, VU3 = X1 — T2 .Spoctéte

a) zrychleni pusobici na €astici
b) proudnici, ktera v ¢ase 0 prochazi bodem (1, 0.5, 0).

Reseni a)
a=1v-Vu
—1 8z173 1
U= (—x1, dxix5, T1—2x2), VU= 0 8zizy —1
0 0 0




Reseni b): Vypoéet proudnic

V] = —X1, Vg = 4:1:%:133, V3 = T1 — T2
dx -
— =9(x), 7(0)=X
= (@), #0)
Slozka 1
dx
d—tl:z}l:—xl — 2 =C0c", 11(0)=1 — C=1 —|z,=c¢
Slozka 2
dzs 2,2 —2t, .2
E:v2:4x1x2:4e tos
dil?g 1 1
e At — pg=—— 29(0)=1/2 — | 1y = =€
T3 27 9e2 4 O 2(0) / 272
Slozka 3
dxs -t 1 9t —t 1 92t
S Us=IioIp=en —gen & rg=—e - ge +C
_ _ _t_ 12t 3
r3(0) =0 — |z3=—e €+




Priklad 2: Numericky vypocet trajektorii

d7 }
d—f = §(7,t), F(0)=X

Pog&ateéni uloha (initial value problem)(t) = f(t,y(t)), wy(to) = yo

Eulerova metoda
nespolehliva!

_dE #(t+ At) — Z(t)
T odt At ’

Iy = f(tn), LIn+1 = f(tn+1), tn_|_1 = tn+At — fn_|_1 = fn -+ ﬁ(fn,tn)At

(7, 1)

F(t+ At) = Z(t) + 5(F, t) At

Mnohem lepsSi volbou je v tomto pfipadé napf. Runge-Kuttova metoda 4. radu:

Tpt1 = Tp + %At(a + 2Ky + 2k3 + E4)

ki = 0(@n,tn), ko= 0(@n+5Atk L, + 3 AL), k3 = T(F+5Atho, t, + 5At), kg = T(&+Aths, t, + At)

10




