Konstitutivni vztahy — intuitivni pristup

Opakovani:
Dp i . o -
Ft + pdivo =0 <«— rovnice kontinuity (zakon zachovani hmoty)
. g Dy T pohybova rovnice a symetrie Cauchyho tenzoru napéti
divt+pf = P =t « (zakon zachovani hybnosti a momentu hybnosti )
De .S , - ,
P = t:d—divg+ ph <« zakon zachovani energie

Neuvazujeme zde elektromagneticke jevy a chemické procesy. Termalni procesy vsak nelze obecné
vypustit, a to ze dvou duvodu:

(i) vrealném svété dochazi vzdy k pfeméné (disipaci) deformacni energie na teplo
(ii) deformacni vlastnosti materialtu Casto silné zavisi na teploté

—

Zakony zachovani obsahuji zdrojove cleny f, b, onichz predpokladame, ze jsou dany,
aneznamé p, U, t, €, ¢, (T).
UvaZzujeme-li symetrii Cauchyho tenzoru napéti, pak celkovy poCet neznamych (ve sloZzkach) je

celkem 1+3+6+1+3+(1) = 14 (15), zatimco zakony zachovani davaji rovnic pouze 1+3+1 = 5.

Abychom mohli urCit neznamée veliCiny, musime charakterizovat vlastnosti studovaného materialu,
to jest specifikovat konstitutivni vztahy, a to tak, aby pocet neznamych odpovidal poctu rovnic.
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Priklad: NestlacCitelna viskozni kapalina

a) Predpokladejme, ze material je homogenni a izotropni. Zanedbavame disipaci. Nulovy vtok a vytok tepla.

divo =0 S

divt + pf = p20
Dt

t=—pl+n [grad U+ (grad 17)T} <« konstitutivni vztah pro newtonovskou kapalinu

(t =—pl+2nd)
Pocet rovnic: 1+3+6 =10
Znamé materialové parametry: P, 7] (viskozita)

Zname zdrojoveé Cleny: sila pf aptipadné hrani¢ni podminky (vtok a vytok)
Pocet neznamych (t, U, p )=6+3+1=10

Mame tedy soustavu 10 parcialnich diferencialnich rovnic (PDR) prvého radu pro 10 neznamych.

’ . ’ ’ . X
Dosazenim reologického vztahu do pohybové rovnice dostaneme:

—

div {—pI—i—n [gradﬁ—i— (gradU)T] } + pf = —gradp + ndivgrad v+ pf = p% + ¥ - grad ¥

Puvodnich deset PDR prvniho fadu tak nahradime 4 PDR druhého fadu pro 4 neznamé ¢ a p :

divi =0 .

> 0
—grad p + ndivgrad v+ pf = pa—: +v-gradv <— Navier-Stokesova rovnice

* div {grad U+ (grad ’D’)T} = div grad ¥ + grad 514’{ v = div grad ¥



b) Systém je zahfivan a ochlazovan zvenci. Parametry nezavisi na teploté.

divy =0 .
divt+pf:p by
Dt

t=—pl+n [grad17+ (grad 17)T]

T D
PoOp%—t = —poC, U - grad T + kdivgrad T «— p—E — N — div qq_}]qx
P = Po [1 — OA(T — T())]

Rovnice termalni konvekce v Boussinesqove aproximaci.

Znamé materialové parametry: Lo, 1, Cp, k, a

Pocget neznamych (t, U, p, p, T' ) =12 = pocet rovnic

c) Ne-newtonovska nestlacitelna kapalina s teplotné zavislymi parametry

divd = 0 t=-pl+n [gmdm (grad U)T]
divt + pf = po%::7 p=po[l—a(T - Tp)]

o7 | n=n (T, tII) <+— reologie
pocpﬁ - _pOCpU ) gradT +div (k grad T) o=« (T) ; k= k(T)a Op = OP(T)
SN— — - -

" "
zakony zachovani konstitutivni vztahy
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Priklad: Staticka elasticka deformace

Predpokladejme, ze material je izotropni a deformace i napéti jsou malé. Deformace je termodynamicky
reverzibilni, takZze nedochazi k disipaci mechanické energie.

divt+pf =0
t=A(diva)l+ p [gradﬁ—i— (grad ﬁ)T} <— Hookuv zakon (t = A(diva)I + 27 é)

Priklad: Elastické viny

Predpokladejme, Ze material je dokonale elasticky, izotropni, homogenni a deformace i napéti jsou malé.

Dosazenim Hookova zakona do pohyboveé rovnice dostaneme:

o2
Agrad div @ + pudiv grad @ + pdiv (grad @) = pa—;j
52
(A +2up) graddive — protrot 4 = pa—tg
Aplikaci operatoru div a rot dostaneme:
A+ 2 5 A .
Ll Evio =2 _ Ev20="_" Kkde ®=divi a ¥ = roti.
Jo ot? o (2
— _ — _
Y Y

objemova vina stfizna vina
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Priklad: Maxwelllv viskoelasticky model

Ke konstrukci viskoelastického modelu pouzijeme mechanické analogy:

nestladitelna elasticita: A\ — oo, divd — 0 = Adivd — —p

L4
ta = —pl+ u [gradf[—l— (grad ﬂ’)T] = —pl + 2ueqy
I n o nestlacitelna viskozita:
|
tvs = —pl+7 [gradf)’ + (grad U)T] = —pl + 2nd,;s
n H
I | /\/\/\/\/_> Maxwellv ta = tyis, € =eq+ ey
| model: §iD D
e=d=¢g+ dyjs=—+—
2u  2n
D _, 7] _  N:Dp
Mame tedy nasledujici soustavu rovnic: t " [gradv + (gradv)” | = 1 t

divy =0 N
Pocet rovnic souhlasi s po¢tem neznamych.

@ +v- grad ”(7) . Vztah neni invariantni vici transformaci
ot soufadné soustavy a plati pouze pro malé
o tD deformace (a nikoliv tedy pro viskoelastickou
v - grad tD)

tP —n [grad17+ (grad ﬁ)T] __1 (W + U kapalinu).
7

—grad p + divtP +pf: p<

N




Maxwelliv model

tel — tvis; € = €¢ T €yis

Priklad: Kelvinliv viskoelasticky model

D D D
t7 = tel T tvis? Cel — €yis — €

ta = —pl+ i [grad U + (grad ﬁ’)T] =—pl+2ueq

tyis = —pI 47 [grad v+ (grad U)T] = —pl +27ndys

3§

t = —pl 4 2ue + 2ne

Plati pouze pro malé deformace!
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