MKI: Formulace rovnic, klasické problémy kontinua

Lagrangeovsky popis:
« pracuji v konfiguraci pfed deformaci
* tuha télesa

Rayleigh-Benard Convection with Pe = 700 and Gr = 14,2857
tirme(t) = 27

Eulerovsky popis:
* pracuji v okamzité konfiguraci
« tekutiny




MKII: Rozcestnik numerického modelovani v (geo)fyzice

m
n
v=0 =0
= irq=0
x VT

Klasicka formulace: Izolujici bocni hranice, ............. nahore, jinde no slip.
Skutecnost: volny povrch, 3D sféricka geometrie, kombinovana reologie
- Jak postupovat numericky?



Ledové mésice Jupiteru a Saturnu
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Figure 4.30 Latent heat released at the solidification boundary
must be conducted upward through the solidified layer.
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Postglacialni vyzdvih: otazka predpéti

Loading subsidence

Deloading

Lithosphere
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Problémy malych deformaci: slapy, rotace, rebound
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a) Transient two-phase flow.

N[ 4

b) Separated two-phase flow.

O
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c) Dispersed two-phase flow.



Particle-laden flow, solidification of liquid reservoirs
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Geometrie deformace

,nase &teni“ kontinua: €; = E;

S
L1
. okamzita
referencnl konfigurace
konfigurace
Y it
0

Materialovy deformacni gradient
F(X,t) == xrx(X,t)(é ® Ex) = F = (Grady)”
di = F - dX



Geometrie deformace

Vektor posunuti (displacement vector)

Ko

s
2
Syl

Geometricka mira deformace muze byt vyjadiena pomoci vektoru posunuti:
i=Z—X+0
Vektor posunuti muze byt interpretovan bud lagrangeovsky nebo eulerovsky:
U(X,t)=x(X,t)— X +b, WE ) =F— X (T,t)+b
Vynasobme prvni vyraz vektorem 5k a druhy vyraz vektorem EK:

Uk:()za t) = xx — Ok X1 + bg, ug(Z,t) = ST — X5 + i

1

,Shifter”
viz str. 7



Geometrie deformace

Vektor posunuti (displacement vector)

Ko

I
Geometricka mira deformace muze byt vyjadiena pomoci vektoru posunuti:
Gz, t) =7 — X
Vektor posunuti muze byt interpretovan bud lagrangeovsky nebo eulerovsky:
UX,t) =x(X,t) — X, Wz, ) = — ¥ &, 1)
Vynasobme prvni vyraz vektorem 5k a druhy vyraz vektorem EK:

Uk<)z7t) :Xk:_Xk) uk(f7t> :ZEk—le



Cviceni 8: Objektivita

Euclidean space [£

initial configuration current configuration

L} ]
frame @™

frame ¢

0 t time

Figure 1.2: Position of particle p at times 0 and ¢, as viewed from fixed Cartesian frame
¢: E—R3 and from moving polar frame ¢*: Ex[0, oc)—R?.



GradV =F7 . grad v

skalarni pole, v kartézskych souradnicich:
Grad®©-5=3-Grad® =3 (F' - gradd) = (F - §) - grad§ = grad 6 - (F - 5

Horizontal lines
become curved

Vertical lines remain
straight, yet rotate

Before deformation

After deformation

ey

Mnoziny stejnych vektoru, ,Zijicich“ na jiné doméné
Prostorovou diferenciaci lagrangeovskych a eulerovskych poli je nutno rozliSovat



GradV =F7 . grad v
Skalarni pole, v kartézskych soufradnicich:
Grad®©-5=3-Grad® =3 (F' - gradd) = (F - 5) - grad 0 = grad 6 - (F - 5

__9(4)=0.14
L ) O0(B)=021

\

Mapping:
a = x(A)

Horizontal lines

become curved '&\

Vertical lines remain
straight, yet rotate

Before deformation

After deformation

Mnoziny stejnych vektort (soubor stejnych hodnot), ,zijicich“ ale na jiné doméné
Prostorovou diferenciaci lagrangeovskych a eulerovskych poli je nutno rozliSovat



Dulezité vztahy a tvrzeni:

- T -v="T:(
v-(A-B)=(7-A)-B

A - (¢B) = ¢(A-B)
A-(B-C)=(A-B)-C
(A-B)-(C-D)=A-(B-C)-D
A:B-C)=(A-B):C=(C-A):B
(A-B)T =BT . AT

(AT -BYT=B-A
A-AT = (A-AT)T| tj. matice A - AT je symetricka
A, B jsou symetrické & A-B=(B-A)T

P, Q jsou ortogonalni = P - Q je rovnéz ortogonalni

(A-B)_lzB_l-A_l
tr(A-B)=tr(B-A)

detI =1

det(A -B) =det AdetB

det(¢T) = ¢*det T pro Tzxs
det(AT) = det A

det(A™1) = (det A)™?
Ax(bxd)+bx (Exa)+eEx(@xb) =
(@x D)+ (Exd) = (d—2) x ( d)+a
(T-@) % (T-b) = (det T)T~T - (@ x b)
a-(bxd)=b-(€xa) =2 (@xb)
ix (bxd)=0b@ ¢ —éa-b)

(@xb)-@xd)=(a-e)b-d)—(@-db

-€) Binet-Cauchy



Diferencialni operator nabla — uzite¢né identity:

V(ab) = aVb+bVa Vx(Va)=0

V-(a¥) = aV-¥+ 9¥-Va V- (Vxv)=0

V x(a¥) = aV x ¥+ Vaxv V(V-%) = V-[(VD)T]

V(u-v) =Vu-v+V7-ud V-(VY) = V(V-¥) — Vx(Vx7)
V- (ixv) =0-Vxu —u-Vxv V(av) = aVV + Va®v
Vx((Uxv)=0-Vu —ud-Vi+ud V-T—9 V-u V:(aT)=aV-T+ Va-T
Ux(Vx0)=Vv-4—u-Vv V(Z®7) =9 V-u+u-Vi

K odvozeni potfebujeme vztahy pro operace s vektory a tenzory a pravidla pro derivovani funkci.

Priklad:
0 0 da 0T, oa 0T,
«(aT) = (ex=)- Tm_’ _’m = |5 Tm € (€] _’m :Tm_ ey (€] _’m :Tm_ 5_’m:
V-(aT) (e’“axk) [a Tim (€1®€p)] 6xk(a l )L[ek (@®en)] = [T 52 " o, | [€(ei®em)] = [T} oo, T 3xk] KE
|§| oddélime derivovani derivace provedeme
a vektorové operace soucinu vektorové
operace
Oa T, Oa Ty,
= (T}p— e = — L 1m€m, —=e€,=Va-T V-T
i Gy 0y 1 = gy o 0, = Ve T

Va-T aV - T




Polarni rozklad deformacniho gradientu — pokracovani | Geometrie deformace

Zavedme tenzor C := FT . F

Plati
detF #0=F-v#0 pro Uv+#0
A tedy
0<(F-9)-(F-0) = 7-F-F-d = 4.Q-7

(B)

Zavedme déle tenzory pozitivné definitni Ko(B) @
U:=vVC=VFT.F, V:=vb=VF.FT

4 t

Right stretch tensor Left stretch tensor
A definujme
R:=V'.F, R=F.-U"! | |

tenzor je symetricky

Plati, ze
R-R" = (F-U ). (FU" ) =FU UL =FUF' =F.(FI.F) " FI =FF ' F1F' =1
R"-R=F-UHY . (F-UYHY=U.F'.F-U'=U"'.U*.U'=1

a analogicky pro R. R a R jsou tedy ortogonalni matice a plati
F=R-U=V-R

Ukazeme jeéts, 2¢e R = R :
F=V-R=R-R")-V.-R=R-(R"-V-R)=R.U, attdy F=R-U=R-U
odtud C=FT . F=U?=02 - U=U — R=R
AR-j=(R-U)-j=(V-R) 7=V R 7

Vlastni Cisla a vektory: )\ﬁ: U ﬁ a soucasné




Geometrie deformace

Tenzor deformace

ds? =dz-df = (F-dX) - (F-dX)=dX -C-dX =C: (dX ® dX)
dS> =dX -dX = (F . dz)- (F ' -df) =dZ-c-dz = c: (df ® dT)

Pro zmény objemu pak mame:

dv = JdV = detF dV = (1 + tr H)dV + O(JH|? = (1 + Div0)dV + O(|H|?)

nebot
oUu;, 0Uy 0Us

trH:HKK:UK’K:(?X +8X +8X :DIV[j
1 2 3

V linearizovaném pripadé tedy plati T o
dv ~ (14 DivU)dV




Nediagonalni slozky tenzoru deformace — zmény uhlu Geometrie deformace

Uvazujme dva sméry dané vektory
(1 v (2 E
E(l) - dX( ) —*(2) — dX( ) L 3
ds’ dS2)
Uhel mezi t&émito dvéma vektory 70 S = an
v konfiguraci Ko je E, |
IR0 gX@ =
cos © = SO

V dusledku deformace je tento uhel zménén na

o dzV) di®» F. dAXD F.4X® B dAX® . C.dxX® _(RU.C. RO ds™ ds®
80 = T H® T G0 ds®  — g - B C R oy =
RV .c.R® RM.(1+2E). KO
(Egy +D(Ery+1D) 1+ KO .2E- KO /14 K@ . 2F - K@
zvolime-i KW =FE,, K® =E, K® =E; pak
COS = , COS = , COS =
P T+ 2E0 1+ 2B B T+ 2E0 1+ 2Ess 2 1+ 2Ep/1+ 2E5s




Reynoldslyv transportni teorém Kinematika

Chceme vyjadfit integral i ¢dv  kde ¢ je n&jaké skalarni pole.
v(t)

Krok 1: Integraci pfes Casové proménnou oblast nahradime integraci pres pevny objem.

D
dv = ¢ Jd
i (t)(bv D/ JdV

Krok 2: Integraéni objem V nezavisi na ¢ase, takze Ize zaménit pofadi derivovani a integrovani.

D D D® DJ
Dt/v JdV /VDt( J)dv /(DtJ Dt) v

Krok 3: Pouzijeme identitu J=Jdivv:

Do DJ Do Do
Zireav= [ (ZJ+a v | ([Z +o Vv
/(DtJ Dt)d /V(D J + Jle’U)d /V<Dt+ d1vv>Jd

Krok 4: Vratime se zpét do okamzité konfigurace (® — ¢, JdV = dv) a dostaneme

D D¢ Reynoldsav
odv = / (— + ¢ div 17) dv |::> nebo také Leibnitz-Reynoldstv
Dt v(t) (t) Dt transportni teorém

Poznamka: Osborn Reynolds (1842 Severni Irsko -1912 Anglie; hlavni pfinos v oblasti mechaniky kapalin; Reynoldsovo Cislo)



Reynoldsulyv transportni teorém — dalSi mozné tvary Kinematika

D Do
dv = — divv) d
i (b v = /v(t)(Dt—l—(b IVU) v

Rozepideme materialovou derivaci v integrandu a pouzijeme identitu div(¢v) = ¢dive + ¢ - grad¢

D B D¢ N 0p 09
s (t)qbdv /(t) (ﬁ + ¢ div v) dv _/v(t)(at +7 - gradop+¢ le’U) dv _/(t)(at + dlv(qbv)) dv

Pouzijeme Gaussovu vétu ([, diviidv = [ 7 - @ da) na druhy &len v integrandu a dostaneme

D 0¢ L
T (bdv /(t)a—dv + S(t)(b(n -¥) da

Pro vektorovou veliginu ( ¢ namisto ¢ ) je odvozeni obdobné, pouze je tfeba pouzit identitu
div(7® q) = ¢divi+ v-gradq  a Gaussovuvétuvetvaru [ divAdv = [ 7 - Ada.

D / S / (Dq_’ o _,) / oq /
— [ qdv= — 4+ ¢divd| dv = X v + (V® q)da

Podobné Ize odvodit vztah pro materialovou derivaci toku veli¢iny ¢ pfes povrch oblasti:

D Dq
el = d—»: d- o\ = = d—» .d—»
D S(t)q a /S (t)(_Dt + (divd)) §— 7~ gra v) a




Geometrie deformace

Geometricka linearizace (1)

V fadé aplikaci, zejména v elasticité, se setkavame s pfipadem tzv. malych deformaci,
ktery odpovida matematické podmince

‘H‘<<1, kde ‘H‘:\/HKLHKL: VHZHT

Linearizace spociva v tom, Ze pfi upravach podrzime cleny fadu |H |a zanedbame cleny vyssiho radu.

di =F -dX

Tento vyraz lze obecné vyjadfit pomoci polarniho rozkladu jako soucin dvou matic,
které popisuji rotaci a deformaci:

di=F .- dX =R-U-dX =V -R-dX

Nyni chceme A7 vyjadfit jako superpozici, tj. souCet pfispévkl od translace, rotace
a deformace.

1 1 ~ -
F=I+H' =1+ (H -H+_-H+H)=I+R+E
2 2 A A
linearizovany linearizovany
lagrangeovsky lagrangeovsky
A tedy pro malé deformace plati: tenzor tenzor
rotace deformace

dZ=F-dX =I+R+E)- dX=dX+R-dX+E.-dX

translace rotace deformace



Geometricka linearizace (2) — tenzor deformace

Podobné Ize ukazat, ze plati:

Geometrie deformace

det F =1+ tr H+ O(|H|?)
F'=1-H" +O(HJ?)
C=I1+H+H"+O(H?
B=1-H-H"+O(H|?
U=1I+3;H"+H)+O(HP)
V=I+;H"+H)+O(H?
R=1I+1H"-H)+O(H]?

grad ¢ = Grad ¢ —H - Grad e +O(|H|?)

div e = Dive —H : Grad ¢ +O(|H|?)

div grad e = Div Grad ¢ —2H : Grad Grad e
— DivH - Grad e +O(|H|?)

Grad e = grad ¢ +H - grad e +O(|H|?)

Div e = div e +H : grad ¢ +O(|H|?)

Div Grad e = div grad e —2H : grad grad e
+ DivH - grad ¢ +O(|H|?)




Linearizujte vyraz div e = F~7 : Grad e

dive=F " :Grade = (I-h')" : Grade = (I —h) : Grade =
= (I—H): Grad ¢ +O(|HJ|?) =1: Grad ¢ —H : Grad e +O(|H|?)

|

— — — 8 — —
617(Er ® Ey) : Eg ® so—((orm. EL ® By ® ...) =
0Xk
0 ~ = :

dive = Div e —H : Grad e +O(|H|?)




Zakon zachovani hmoty (mass conservation nebo continuity equation)

Celkova hmota télesa se pfi deformaci neméni.

/pOdVZ/ pdv
1% v(t)

D

Dt ’U(t)

— pdv = 0| < integraini formulace zakona zachovani hmoty

Zakony
zachovani
1

Pro ziskani lokalniho tvaru zakona zachovani hmoty pouZijeme Reynoldsav transportni teorém,
ktery jsme odvodili v ¢asti Kinematika na str. 12 a kde obecnou skalarni funkci ¢ nahradime hustotou p.

D Dp
— dv = — divey|dv =0
Dt v(t)p ° /v(t) (Dt e NU) ’

-

——
Reynoldsv transportni teorém

Odtud
D

Dt

=P +pdivi=0| « rovnice kontinuity (lokalni formulace zakona zachovani hmoty)

ViyjadFime-li materialovou derivaci a pouzijeme-li identitu  div(p?/) = pdive/ 4+ ¥ - gradp , dostaneme

D 0
F’? + pdive = 8—5—1—?7- gradp+pdive =

dp

ot

+ div(pv) =0

alternativni tvar
rovnice kontinuity




Zakony

Zakon zachovani hybnosti — pohybova rovnice (momentum equation) | __ . _ - .

2

Casova zména hybnosti t&lesa je rovna celkové sile, ktera na téleso plsobi.

D . S
o pvdv = / tmyda + / pof dv| < integralni tvar pohybové rovnice
u(t) s(t) v(t)

sila vztazena na jednotku hmoty (!)

K odvozeni lokalniho tvaru zakona pouZijeme opét Reynoldsuav transportni teorém (Kinematika na str. 13),
kde vektorovou funkci ¢ nahradime souéinem pv.

RozepiSme nejprve levou stranu integralniho zakona:

D / / [D(p ) ] / [ Dp Dv Dv  _ ([ Dp .
pvdv = + pudivd|dv = — 4+ p— + pudivd|dv = p— +U | ——+pdive | |dv
(t) (t) Dt (t) D Dt (t) Dt A Dt g

YT — Y~

Reynoldslv transportni teorém = 0 (rovnice kontinuity)

Prava strana: / 1?(5) da +/ pfdv = / n-tda +/ pfdv = / divtdv +/ pfdv = / (divt +pf> dv
s(t) v(t) s(t) o(t) v(t) v(t) v(t)

D U =\
Odtud / [p_v — (divt + pf)] dv=20
v(t) Dt

—

-~ D o0v
divt—|—pf:p3/: resp. dlvt—l—pf p(a

—

lokalni tvar
pohybové rovnice

+ v - grad v)

Poznamka: Ceské slovo hybnost se v angli¢tiné vyjadfuje jako linear momentum.



Konstitutivni vztahy — intuitivni pristup

Opakovani:
Dp i . o -
Ft + pdivo =0 <«— rovnice kontinuity (zakon zachovani hmoty)
. g Dy T pohybova rovnice a symetrie Cauchyho tenzoru napéti
divt+pf = P =t « (zakon zachovani hybnosti a momentu hybnosti )
De .S , - ,
P = t:d—divg+ ph <« zakon zachovani energie

Neuvazujeme zde elektromagneticke jevy a chemické procesy. Termalni procesy vsak nelze obecné
vypustit, a to ze dvou duvodu:

(i) vrealném svété dochazi vzdy k pfeméné (disipaci) deformacni energie na teplo
(ii) deformacni vlastnosti materialtu Casto silné zavisi na teploté

—

Zakony zachovani obsahuiji zdrojove cleny f, b, onichz predpokladame, ze jsou dany,
aneznamé p, U, t, €, ¢, (T).
UvaZzujeme-li symetrii Cauchyho tenzoru napéti, pak celkovy poCet neznamych (ve sloZzkach) je

celkem 1+3+6+1+3+(1) = 14 (15), zatimco zakony zachovani davaji rovnic pouze 1+3+1 = 5.

Abychom mohli urCit neznamée veliCiny, musime charakterizovat vlastnosti studovaného materialu,
to jest specifikovat konstitutivni vztahy, a to tak, aby pocet neznamych odpovidal poctu rovnic.



